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PredgovorTa skripta je nekoliko raz�sirjen zapis predavanj iz astronomije na Fakulteti zamatematiko in �ziko. Namen predavanj je seznaniti poslu�salce s �zikalnimi osnovami,ki igrajo najva�znej�so vlogo pri razumevanju �zivljenja zvezd.Skripta temelji na predpostavki, da je bralec seznanjen z osnovnimi pojmi iz as-tronomije. Med potrebno predznanje spada predvsem poznavanje osnovnih merljivihkarakteristik zvezde in merskih enot v astronomiji. Primerjava teoreti�cnih modelov zeksperimentom zato ni podrobno obdelana.Astro�zika zvezd in opazovalna astronomija korakata vzporedno; astronomi napre-dujejo z vse bolji�simi metodami in bolj�so opremo, astro�ziki pa jih dohitevajo znatan�cnej�simi podatki iz atomske in jedrske �zike ter bolj�simi ra�cunalniki, ki zmorejobolj�se izra�cune teoreti�cnih modelov. Ve�cjih neskladji med teorijo in meritvami vglavnem ni.Poudariti pa velja, da vlada to razmeroma mirno razumevanje samo na podro�cju�zike "normalnih" zvezd. Pri poznih fazah razvoja zvezde in �se posebej pri galaksijahter v kozmologiji pa je na�se razumevanje procesov nezadostno.V teh predavanjih se bomo omejili na varno podro�cje "normalnih" zvezd, to jetakih, v katerih te�cejo jedrske reakcije in v katerih je snov v stanju idealnega plina.Dejstvo, da spada ve�cina zvezd, ki jih opazujemo, v to kategorijo, opravi�cuje ime"normalne" zvezde in na�se zanimanje za to zvrst. Ko bomo razpravljali o splo�snihlastnostih zvezdne snovi, se bomo ustavili tudi pri nekaterih eksoti�cnih mo�znostih, kise pojavijo, kadar zvezda zapusti dru�zino "normalnih".Skripta je sestavljena iz treh osnovnih in treh dodatnih poglavji. V prvem delov(Ena�cbe zvezdne strukture) bomo izpeljali tako imenovane ena�cbe zvezdne strukture- to so ena�cbe, ki sledijo iz pogojev mehanskega in energijskega ravnovesja v zvezdi.S pomo�cjo teh ena�cb bomo ocenili nekatere pomembne karakteristike zvezd.V drugem delov (Lastnosti snovi v zvezdah) bomo razpravljali o karakteristikahzvezdne snovi. Nakazali bomo metode za izpeljavo ena�cbe stanja zvezdne snovi, zara�cunanje hitrosti jedrskih reakcij in za ra�cunanje prosojnosti zvezdne snovi. Namenteh poglavji je predvsem pokazati metode dela v astro�ziki in omogo�citi bralcu dapresodi, koliko danes lahko povedo modeli zvezd.V tretjem delu (Modeli zvezd) je opisanih nekaj modelov zvezd. Obdelava tehmodelov je precej zahtevna, ena�cbe pa je potrebno re�sevati numeri�cno. To delo bi



4mo�cno preseglo okvir te skripte, zato se zadovoljimo samo z opisom rezultatov, s kater-imi posku�samo ilustrirati �ziko zvezd. Nakazali bomo tudi nekaj smeri preprostemuanaliti�cnemu re�sevanju ob preprostih predpostavkah. Za konec pa si bomo ogledali�se nekaj modelov eksoti�cnih zvezd in nam dobro znano zvezdo - Sonce in njegov sistem.Ta skripta torej poslu�salca predmeta astronomija na Fakulteti za matematiko in�ziko, Univerze v Ljubljani , seznani le z enim delom snovi potrebne za izpit. Fizikazvezd je zgolj drugi del literature. Celoten predmet pa sestavljajo tri ve�cja podro�cja;Splo�sna astronomija, Fizika zvezd in Kozmologija.
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Poglavje 1Klasi�kacija zvezdnihstrukturPred obravnavo stanja snovi in ena�cb zvezdnih struktur si bomo ogledali razli�cnetipe zvezdnih struktur. Te dobimo s pomo�cjo barvnih indeksov in spektrov, ki sodanes najmo�cnej�se "oro�zje" astronomije. In kaj nam povedo ti podatki o zvezdnihstrukturah? Povedo nam starost, velikost, izsev, maso in razvoj zvezdne strukture.1.1 Spektralni tipiZa nas bo najbolj zanimiv opti�cni del spektra, ki obsega porazdelitev gostote svetlob-nega toka po vidni valovni dol�zini. Ta spekter je zvezen pri trdnih in kapljevinskihsvetilih, pri plinskih pa �crtast. Valovne dol�zine spektralnih �crt so zna�cilne za kemi-jski element ali molekulo, ki seva ali absorbira. Spektralne �crte nastanejo zaradiprehodov zunanjih elektronov v atomih na ni�zji ali vi�sji energijski nivo. Razlika venergiji med dvema energijskima nivojema ustreza energiji fotona, ki je odvisna odfrekvence izsevane ali absorbirane svetlobe med prehodom elektrona z enega na druginivo. Za preprost Bohrov model1 vodikovega atoma, kjer en elektron kro�zi okoli jedraima elektron v n-tem stanju energijoEn = �12mec2� e24�"~c�2 1n2 = �E0n2 ;kjer je �clen e24�"~c = �f = 1137 konstanta �ne strukture, mec2 = 0:51 � 106 eV ,E0 = 13:6 eV Hartreejeva energija in n je enak 1,2,.. , kar pomeni, da je energija kvan-tizirana. Elektron, ki kro�zi okoli jedra ima lahko samo eno od teh kvantiziranih en-ergij, lahko pa preskakuje med temi stanji in pri tem sprejme ali odda foton, katerega1Bohrov model ni povsem v skladu z kvantno mehaniko ter Heisenbergovim principomnedolo�cenosti, toda da pravi red rezultatov.



8 Klasi�kacija zvezdnih strukturenergija ustreza razliki energij med posameznimi stanji. Tako naprimer, ko gre elek-tron iz stanja n v stanje m, �ce je n > m, dobimo emisijo fotona z energijoEn �Em = E0� 1m2 � 1n2 � ;�ce pa je n < m, dobimo absorpcijo fotona z energijoEm �Eb = E0� 1n2 � 1m2 � :Frekvenca fotona pa ustreza kar njegovi energiji E = h�, ki je npr. za rumeno svet-lobo ' 2:5 eV .Pri molekulah se tem prehodom pridru�zijo �se prehodi, ki so povezani z vrtenjemmolekul ali nihanjem atomov v molekulah.Absorbcija svetlobe je mo�cno odvisna od frekvence. Vsaka snov ima absorpcijskispekter, ki je zanjo zna�cilen. �Crte absorpcijskega spektra pa dobimo samo s pliniposameznih atomov. Absorbcijski spekter dobimo torej, �ce gre svetloba iz vira skoziabsorpcijski material, preden dospe do nas.Zvezde imajo tako razli�cne spektre, ki so posledica absorpcije svetlobe v plinih,povr�sinske temperature in drugih dejavnikov v zvezdni atmosferi. Tako so zvezderazli�cnih "barv", tipov in kemijskih sestav. Intenziteta �crt v spektru je v osnoviodvisna od stopnje ionizacije elementov in prisotnosti razli�cnih ionov in atomov vzvezdni atmosferi. Na osnovi tega zvezde klasi�ciramo v razli�cne razrede. Prvi jetako klasi�kacijo opravil Secchi in zvezde razdelil v pet skupin. Modernej�so klasi-�kacijo pa je opravil Henry Draper. Zvezde so tako razdeljene v sedem osnovnihrazredov in �stiri podrazrede (ki so ostanki zgodovinskega razvoja spektralne klasi-�kacije), znotraj katerih razdelimo zvezde �se glede na intenziteto posameznih �crt od0 do 9. Osnovni razrediO Vro�ce zvezde z izrazitim UV kontinuumom. Pri�cakujemo lahko, da bomo na�sli zgoljabsorpcijske �crte zelo ioniziranega helija HeII. Nastopa tudi nevtralni vodik in helij,toda �crte so bolj �sibke. Tef & 25:000KB Vodikove �crte so mo�cnej�se kot pri razredu O; nevtralni helij je najmo�cnej�si v B2, izginepa v B9; HeII izgine �ze po razredu B0; obi�cajno so vidne tudi �crte ioniziranega kisika,magnezija in silicija (Rigel, Spika). 12:000 . Tef . 30:000KA Pri A0 je Balmerjeva serija vodika najmo�cnej�sa. Ta je prevladujo�ca v spektru. �Crtekalija K in kalcija CaII postajajo vidnej�se skozi razred (Sirij, Vega). 7:500 . Tef .11:000K



1.1 Spektralni tipi 9F Vodikove �crte slabijo, �crte K, CaII in ostalih kovin se oja�cajo (Prokarion, Kanop).6:000 . Tef . 7:500KG Tako imenovani son�cev ali solarni tip, pri katerem H �crte �se slabijo; K je zelo mo�cen;veliko je �stevilo �crt nevtralnih kovin. Tu je pomembna G vez, ki jo sestavljajoogljikovodiki CH in �zelezove Fe �crte. Pri tipu G0 je CaI 422.6 enako mo�can H�- �cetrta �crta Balmerjeve serije vodika (Sonce, Kapela). 5:000 . Tef . 6:000K Nevtralne kovine so vse bolj mo�cne, s H �crtami, ki prehajajo v nerazpoznavnost;oja�cajo se tudi �crte CH (Arktur, Aldebaran). 3:500 . Tef . 6:000KM Zna�cilnost so �crte Titanovega oksida T iO, ki so prevladujo�ce �crte poleg mo�cnih nev-tralnih �crt kovinskih elementov. Intenziteta teh �crt se ve�ca skozi razred - Secchijevaskupina III (Antar, Betelgeza) Tef . 3:500KPodrazrediW Wolf-Rayet zvezde so karakterizirane s svetlimi in �sir�simi �crtami vodika in helija. Vidnepa so tudi ogljikove, kisikove in du�sikove �crte. Te zvezde naj bi obstajale v dvojnihsistemih, kjer spremljevalka sle�ce ovojnico W.-R. zvezde, tako vidimo neposredno no-tranjost zvezde.R Vmesni razred med G in N. To so ogljikove zvezde z obiljem ogljika in kisika (koli�cinateh dveh elementov je 4 do 5 krat vi�sja kot pri normalnih zvezdah).N Ogljikove sestavine so zna�cilnost tega razreda - Secchijeva skupina IV. Skupina je zelopodobna skupini R, le povr�sina zvezd je hladnej�sa.S Karakteristi�cne so �crte cirkonijevega oksida v povezavi s titanovim oksidom, vsebujejopa tudi tipi�cno te�zje kemijske elemente (barij, cirkonij) kot ostale zvezde. Zvezde tegatipa so najve�ckrat spremenljivke.Osnovne razrede si najla�zje zapomnimo po za�cetnih �crkah angle�skega stavka;O BeA Fine Girl, Kiss Me! Podrazrede pa po vpra�sanju;Why? Right Now Sweethart?Toda orjakinja ima ni�zjo atmosfersko gostoto kot bela pritlikavka, a kljub temunekako vi�sjo stopnjo ionizacije. Zato zaporedje teh spektralnih tipov, obi�cajno �sedodatno popravimo z dodanimi izsevnostni razredi od I do V. Izsevnostni razredi soI (nadorjakinje), II (svetle orjakinje), III (orjakinje), IV (podorjakinje) in V (glavnaveja).In kaj se �se lahko nau�cimo iz �studija intenzitet spektralnih �crt? Osnovni konceptje ta: �sibke �crte in krila mo�cnih �crt nastanejo globoko v zvezdni atmosferi, mo�cne�crte, posebno ozke sredi�s�cne �crte pa visoko v zvezdni atmosferi. �Sibke �crte pomenijo�sibko absorpcijo in predstavljajo majhno neprosojnost zvezdne atmosfere, zato lahkovidimo globoko v zvezdno atmosfero. Po drugi strani pa mo�cne �crte pomenijo visokoabsorpcijo in veliko neprosojnost.



10 Klasi�kacija zvezdnih struktur

Slika 1.1: Gra��cni prikaz spektrov, ki pripadajo posameznemu spektralnemu tipu znajbolj zna�cilnimi spektralnimi �crtami. (zgoraj) Prikaz obmo�cji v katerem ta spek-tralni tip najbolj seva. (spodaj)



1.2 HR diagram in razvoj zvezd 11V ve�cini zvezd so zgornje plasti atmosfere hladnej�se kot ni�zje plasti; zato je sevalnaintenziteta tam ni�zja in sredi�s�ca absorpcijskih �crt postanejo ozka in globoka.Zvezdne strukture pa lahko imajo spektralne �crte tudi raz�sirjene ali premaknjene.�Crte imajo neko naravno �sirino, lahko pa so tudi dopplersko raz�sirjene, kar je posledicatermi�cnega ali turbulentnega gibanja atomov ali pa medsebojnih trkov. Premiki �crtlahko nastanejo zaradi rotacijskega ali relativisti�cnega premika. Toda ve�c o tem bomopovedali v zadnjem poglavju te skripte.1.2 HR diagram in razvoj zvezdV vsakem fotometri�cnem sistemu sta absolutna magnituda (M) in barvni indeks(U;B; V ) odvisna od oddaljenosti zvezde (razen za efekte medzvezdne absorpcije)in lastnosti snovi zvezde. Na ta na�cin lahko za neko skupino zvezd sestavimo diagrambarva-magnituda, tako da uporabljamo magnitudo in barvo kot koordinati. Lahkopa tudi sestavimo diagram barva-barva oz. dvobarvni diagram z nana�sanjem npr.U � B 2 na eno os, na drugo pa B � V , za neko skupino zvezd. Vsi ti diagrami sorazli�cne verzije Hertzsprung-Russellovega diagrama, ki je en od osnovnih sistemizacijastro�zike. Najbolj pogosta ina�cica HR diagrama je tista, v kateri nana�samo v sistemabsolutno magnitudo po spektralnem tipu, (ki je delno merjen z zvezdno povr�sinskotemperaturo).Za izra�cun absolutne magnitude potrebujemo oddaljenosti do zvezd, ki jih dobimoiz izmerjenih paralaks, ki v preteklosti niso bile ravno natan�cne, toda danes so bolj�se- satelit Hipparcos. Absolutne magnitude izra�cunamo iz zvezem�M = 5 log10 r � 5 ;kjer je m navidezna magnituda in M absolutna (prava) magnituda. �Ce imamo po-dano absolutno magnitudo M , lahko izra�cunamo izsev L zvezde, ki je povezan s(povr�sinsko) temperaturo zvezde Tef in polmerom zvezde R. Zapisano v �zikalniobliki; M = 2:5 logL+ konst: ; (1.1)L = 4�R2�T 4ef ; (1.2)kjer je druga ena�cba posledica Stefan-Boltzmannovega zakona, ki ka�ze na primerenpribli�zek sevanja �crnega telesa. Iz na�sih novih ena�cb lahko HR diagram znova zapi�semonpr. kot izsev L=L� v odvisnosti od temperature Tef .�Ce nanesemo izmerjene zvezde v HR diagram, dobimo sliko, v kateri se na neka-terih delih nakopi�ci ve�c zvezd. Najve�cji in gostej�si tak del je tako imenovana glavnaveja, ki se razteza od zgornje leve (obmo�cje vro�cih svetlih zvezd) do desne spodaj2Z U;B; V ozna�cujemo navidezne magnitude opazovane z vsakim od svetlobnih �ltro; U - pred-stavlja ultravioli�cno sv. 300-400 nm, B - modro 350-550 nm in V - vidno 480-650 nm.



12 Klasi�kacija zvezdnih struktur

Slika 1.2: HR diagram, ki prikazuje odvisnost spektralnih razredov od absolutnemagnitude. V diagramu so prikazani razli�cni tipi zvezd in izsevni razredi.



1.2 HR diagram in razvoj zvezd 13(obmo�cje hladnih �sibkih zvezd). Tu so zvezde katerih primarni izvor energije je je-drska fuzija vodika v jedru zvezde v helij. Najve�c zvezd se nahaja prav na tej veji,ker je jedrskega goriva (vodika) v zvezdi najve�c in dokler se to gorivo ne potro�si, jerazvoj za zvezde na glavni veji kvazistati�cen.Druga ve�cja skupina so rde�ce orjakinje na zgornji desni strani digrama v obmo�cjusvetlih hladnih zvezd. V teh zvezdah se je gorivo v jedru �ze iz�crpalo in zvezda se jerazvila v zapleteno (nehomogeno) strukturo. Te zvezde imajo tako relativno manjjedrskega goriva v primerjavi z zalogo, ki so jo imele na glavni veji.Ti dve skupini nista edini veliki skupini v HR diagramu, poznamo namre�c tudibele pritlikavke, ki jih je zaradi njihovega majhnega izseva in polmera te�zko odkriti.Najdemo pa tudi manj�se skupine bolj eksoti�cnih zvezd, kot so nadorjakinje, podor-jakinje in podpritlikavke.Kako to pojasnimo? To pojasnimo s predpostavko, da se zvezde nahajajo v ra-zli�cnih stopnjah ali takoimenovanih fazah razvoja zvezde. Vsaki fazi ustreza dolo�cenpolo�zaj v HR diagramu. V zelo grobem se razvoj zvezde lahko opi�se na naslednjina�cin:I To je faza gravitacijskega kr�cenja zvezde: Rojstvo zvezde z gravitacijskim kr�cenjemrazred�cenega in hladnega medzvezdnega plina ter praha (v katerem v 99% pre-vladuje vodik), pri �cemer se temperatura dvigne do � 107 stopinj in spro�zi je-drsko reakcijo - fuzijo vodika. Zvezda zato preide v termodinami�cno ravnovesjein s tem sestopi na glavno vejo.II Faza glavne veje: �Casovno je to najdalj�sa faza, v kateri je zvezda v stabilnemstanju termodinami�cnega in hidrostati�cnega ravnovesja. Celotna energija, ki jozvezda seva iz povr�sine na enoto �casa, je enaka energiji, generirani z jedrskimireakcijami v sredi�s�cu zvezde. Gravitacijski tlak na zunanjih sti�ci�s�cih zvezdese uravnote�zi s tlakom idealnega plina (plazme) v notranjosti. Ko pa se vesvodik iz jedra zvezde (potro�si) zlije v helij, v �casovnem obdobju � 108 let, segravitacijsko kr�cenje nadaljuje in temperatura v sredi�s�cu zvezde zopet naraste.Zato se "vname" tudi vodik v slojih (lupinah) vse bolj izven jedra. Naposledse zaradi nekontinuiranosti v srednji molekulski masi (v jedru helij, okoli pave�cinoma vodik), pri�cne ovojnica zvezde �siriti in razpihovati. Zvezda tako pridev novo fazo razvoja.III Faza rde�ce orjakinje: Temperatura in gostota v sredi�s�cu zvezde nadalje raste(� 108K), zato se v gostem jedru spro�zijo reakcije fuzije helija z elementi ciklaCNO (glej poglavje 4.) v te�zje elemente. Ko pa se helij v jedru porabi, sepreostala zunanja lupina gore�cega helija za�cne �siriti iz sredi�s�ca in slediti lupinogore�cega vodika, ki gori pri ni�zji temperaturi. Zvezda stopi v zadnjo, �cetrto fazorazvoja.



14 Klasi�kacija zvezdnih strukturPrve tri faze razvoja zvezde so neizogibne za vsako zvezdo, zaklju�cna �cetrta faza pase razlikuje in je odvisna od mase zvezde. Ve�cja kot je masa, hitrej�si je razvoj zvezde.Na glavno vejo ne pridejo edino zvezde z maso manj�so od 0:1M�, ki zaradi majhnegagravitacijskega tlaka ne uspejo pognati jedrskih reakcij fuzije vodika.) �Cetrta faza inkonec razvoja je odvisen od mase zvezde.IV a) �Ce je masa manj�sa od � 1:2M� (Chandrasekharjeve mase): gravitacijskokr�cenje ne more zagotoviti dovolj visoke temperature, zato se spajanje vte�zje elemente v tej fazi zaustavi. Dose�ze se ravnote�zje med gravitacijskimtlakom in tlakom ohlajenega, popolno degeneriranega elektronskega fermi-jevega plina velikih gostot. Zvezda kon�ca svoj razvoj kot bela pritlikavka.(Podobna usoda �caka Sonce.)b) �Ce je masa zvezde med 1:2M� < M < 1:6M�: postanejo gostote, pri-dobljene z gravitacijskim kr�cenjem, dovolj velike, da se pri�cne nevtron-izacija snovi, tj. do tedaj ustvarjenih elementov skupine Fe, v procesihp + e� ! n + �. Tlak degeneriranega nevtronskega plina se uravnovesiz znatno ve�cjim gravitacijskim tlakom in rezultat so velike gostote takihnevtronskih zvezd, reda velikosti 1014 g=cm3. Ker je masa take zvezdeve�cja od mase v za�cetnem stanju (mn > mp), pomeni, da je energijo zanjen nastanek omogo�cila gravitacija.c) �Ce jeM > 1:6M�: v kon�cnem stanju, gravitacijsko kr�cenje zvezde premagavse notranje tlake in se sesede. Radij take zvezde je enak radiju Schwartzschildovesfere in zvezda je postala �crna luknja. (glej poglavje 6.)d) V nekaterih primerih, ko je masa zvezde dovolj velika, se po gorenju He innadaljnjem gravitacijskem kr�cenju z dvigom temperature nadaljujeje ek-sotermna sinteza vse do elementov skupine Fe. Nadaljnje gravitacijskokr�cenje pripelje do izrednega segrevanja (reda 1010K) zvezde in mogo�cepostanejo tudi endotermne reakcije, v katerih se spro�s�ca veliko delcev kotso �, p in n. Ti pa lahko nadalje formirajo �se te�zje elemente. Vsi tiprocesi energijo tro�sijo in ne spro�s�cajo, zato notranji tlak hitro pada (toso zelo hitri procesi). Zunanji gravitacijski tlak pa povzro�ci implozijo, kiznova hitro segreje notranjost, in nadalje eksplozijo. Pri tem pojavu, imen-ovanem eksplozija supernove, se sprosti izjemno veliko energije. Izvr�zenimaterial supernove vsebuje veliko te�zkih elementov, ki na tak na�cin pridejov medzvezdni prostor. Iz tega materiala se lahko rodijo nove zvezde.Isto�casno to pomeni, da te�zki izotopi niso nastali ob Velikem poku, ampaktekom razvoja zvezde. Supernova za seboj ne pusti vedno samo snovi, kije predstavljala ovojnico zvezde, ampak tudi nevtronske zvezde (znane kotpulzarji).Ve�c o kon�cnih fazah razvoja zvezd pa bomo izvedeli v poglavju 6.



Poglavje 2Ena�cbe zvezdne strukture2.1 Mehansko in toplotno ravnovesjeOgledali si bomo stanje snovi v zvezdah. Ve�cina zvezd (kot n.pr. na�se Sonce) jevelika masa plina, v kateri so temperature dokaj visoke. Zato potekajo v notranjostijedrske reakcije, ki vzdr�zujejo skoraj stacionarno stanje. Pri ve�cini zvezd so spre-membe v izsevu izredno majhne. Na Zemlji so odkrili fosile alg, ki so stari okrog 1miljardo let. Take alge ne bi mogle obstajati, �ce bi se temperatura takrat razlikovalaod sedanje za ve�c kot 20�C. Ta stacionarnost je �se posebej presenetljiva, �ce vemo, davesolje verjetno ni starej�se od 20 miljard let. Vidimo, da lahko stanje zvezd v precejdolgi dobi njihovega �zivljenja obravnavamo kot stacionarno. Zato je smiselno za�ceti�studij zvezd s �studijem stacionarnega stanja. Razen o�citne pomembnosti tega stanjazvezde pa opravi�cuje tako odlo�citev kot dejstvo, da je matemati�cno mnogo preprostejeobravnavati stacionarno stanje kot �casovno odvisne pojave. Ponavadi si privo�s�cimo �seeno poenostavitev in sicer zanemarimo vrtenje zvezde. To opravi�cimo z argumentom,da je centrifugalni pospe�sek zaradi vrtenja pogosto precej manj�si od pospe�ska zaradigravitacije.Nevrte�ca zvezda je v stacionarnem stanju gotovo krogelno simetri�cna, kar pomeni,da so vse koli�cine v zvezdi odvisne samo od oddaljenosti od sredi�s�ca (r).Takoj lahkozapi�semo dva ravnovesna pogoja:(1) V mehanskem ravnovesju je tlak v zvezdi hidrostati�cni tlak in zato velja:dp = ��(r)g(r)dr ;kjer je r radialna koordinata, ki jo merimo iz sredi�s�ca zvezde, g(r) pa je pospe�sekprostega pada pri r. Iz Newtonovega gravitacijskega zakona sledi:



16 Ena�cbe zvezdne struktureg(r) = GM(r)=r2,kjer je M(r) = Z r0 �(r0)4�r02dr0 : (2.1)Pogoj za mehansko ravnovesje je torej:dpdr = �GM(r)�(r)r2 (2.2)(2) Energijski zakon pove za stacionarno stanje tole: tok energije L(r + dr), kiodhaja skozi lupino z polmerom r + dr je enak toku L(r), ki prihaja skozilupino s polmerom r in energiji, ki se proizvede na enoto �casa v prostornini medlupinama. Torej: dLdr = "(r)�(r)4�r2oziroma L(r) = Z r0 "(r0)�r04�r02dr0 ; (2.3)kjer je "(r) energija (jedrska energija), ki se proizvede na enoto mase in �casa pripogojih, ki vladajo na razdalji r od sredi�s�ca zvezde.Prepi�simo ena�sbe (2.1), (2.2) in (2.3) v kanoni�cno obliko; tako da bodo predstavl-jale sistem diferencialnih ena�cb prvega reda:dpdr = �GM(r)�(r)r2 (2:2)dMdr = 4�r2�(r) (2:10)dLdr = "(r)�(r)4�r2 (2:30)Jasno je, da imamo samo tri ena�cbe za �stiri neznane koli�cine p, M , L in � - na�ssistem je �se nepopoln. Spomnimo se, da obstaja v snovi zveza med tlakom in gos-toto - za pline je to plinska ena�cba. To zvezo moramo vklju�citi med ena�cbe zvezdnestrukture. Plinska ena�cba pa vsebuje temperaturo kot novo neznanko, zato potrebu-jemo �se eno ena�cbo, da zaklju�cimo sistem diferencialnih ena�cb. Manjkajo�ca ena�cba jeseveda tista, ki opisuje prevajanje toplote; iz vsakdanje izku�snje vemo, da je toplotnitok sorazmeren temperaturnemu gradientu in povr�sini ploskve, skozi katero tok te�ce.Zakon za prevajanje topote tako povezuje same �ze prej de�nirane koli�cine in s temzaklju�ci sistem diferencialnih ena�cb. �Se preden se lotimo zapisovanja vseh ena�cb, seje vredno ustaviti pri pogojih hidrostati�cnega in toplotnega ravnovesja. Iz njih bomodobili tipi�cne vrednosti za tlak, gostoto energijske proizvodnje in za temperaturo vzvezdah kot je Sonce, kar nam bo dalo koristno informacijo o tem, s kak�sne vrste plina



2.1 Mehansko in toplotno ravnovesje 17imamo opravka v zvezdah.�Ce bi bila zvezda narejena iz nestisljive snovi, bi bila gostota povsod enaka (npr. �0)in ena�cbi (2.1') in (2.2') bi dali potek tlaka v zvezdi. Iz (2.2') dobimoM(r) = 4�3 �0r3 (2:1p)Ko to vstavimo v (2.1') pa: dpdr = 4�3 G�20r (2:2p)Integral gornjega izraza da potek tlaka v "nestisljivi" zvezdi:p(r) = p0 � 4�6 G�20r2 : (2.4)V sredi�s�cu pri r = 0 je tlak p0, na povr�sini zvezde (r = R) pa mora biti tlak enak 0.Zato je centralni tlak takole odvisen od gostote �0 in polmera zvezde (R):p0 = 4�6 G�20R2 (2.5)�Ce upo�stevamo, da je masa zvezdeM = 4�3 �0R3 (2.6)lahko izrazimo centralni tlak p0 z maso in polmerom nestisljive zvezde takole:p0 = 38�GM2R4 (2.7)Tako dobljena zveza med centralnim tlakom, maso in polmerom zvezde je bolj splo�snakot nakazuje na�sa preprosta izpeljava. Upravi�ceno lahko pri�cakujemo, da velja podobnazveza tudi za zvezde, ki so sestavljene iz stisljive snovi, le da moramo namesto polmeraR vstaviti "efektivni polmer", ki je v splo�snem manj�si od dejanskega polmera zvezdeR�. 1 Na osnovi te ocene sklepamo, da je tlak v sredi�s�cu Sonca (M� = 2 �1030kg; R� = 7 � 108m) vsaj: p� � 3 � 1014N=m2 (2:7p)V podobnem non�salantnem slogu lahko ocenimo tudi temperaturo v sredi�s�cu zvezde,�ce privzamemo, da je sestavljena iz idealnega plina, katerega delci imajo povpre�cnomaso ��. Za ta plin velja plinska ena�cba v obliki:p = ���kT ; (2.8)1Da je tlak v sredi�s�cu stisljive zvezde ve�cji od tlaka v sredi�s�cu enako velike in enako masivne zvezde,vidimo takole: V stisljivi zvezdi mora gostota nara�s�cati z globino, zato se nahaja npr. polovica masevse zvezde v krogli z manj�sim polmerom kot pri nestisljivi zvezdi. Polovica vse mase je torej bli�zjesredi�s�cu kot pri nestisljivi zvezdi in zato je te�za zunanje polovice mase zvezde v povpre�cju ve�cja kotte�za iste mase pri nestisljivi zvezdi.



18 Ena�cbe zvezdne strukturezato je temperatura v sredi�s�cu: kT0 = ��p0�c (2:80)pri �cemer je �c gostota v sredi�s�cu zvezde, ki je seveda ve�cja od povpre�cne gostote �0.Oceno za temperaturo v sredi�s�cu zvezde dobimo, �ce delimo (2.7) s povpre�cnogostoto �0 - taka ocena ni slab�sa od ocene za tlak, saj smo pokazali, da je (2.7)prenizka ocena za tlak v sredi�s�cu, (2.6) pa da prenizko oceno za gostoto v sredi�s�cu.Ocena za centralno temperaturo je torej:kT0 = �� 38�GM2R4M4�3 R3 = 12GM ��R : (2.9)Spektroskopske analize so pokazale, da je Sonce v glavnem sestavljeno iz vodika,ki je v notranjosti povsem ioniziran, zato je povpre�cna masa �� v Soncu pribli�zno(mp +me)=2 � mp=2 (masa protona mp = 1:6 � 10�27kg, masa elektrona me pa jepribli�zno 2000 krat manj�sa od mase protona). Tako dobimo oceno za temperaturo vsredi�s�cu Sonca: T� � 107K : (2:9p)Oceni za tlak in temperaturo v sredi�s�cu zvezde smo dobili na osnovi nepopolnihpodatkov, zato se moramo zavedati, da so to le zelo grobe ocene, ki so mo�zne lezato, ker so tlak, temperatura in gostota monotono padajo�ce funkcije oddaljenostiod sredi�s�ca. Posebej zanimiva je ocena za sredi�s�cno temperaturo (2.9), ki pravi, daje povpre�cna termi�cna energija delca v sredi�s�cu enaka polovici potencialne energijeistega delca na povr�sju Sonca. V naslednjih poglavjih bomo pokazali, da je ta rezultatbolj natan�cen kot bi lahko sklepali iz na�se grobe ocene in igra pomembno vlogo pristabilnosti zvezd.2.2 Relaksacijski �casiV za�cetku prej�snjega poglavja smo trdili, da lahko obravnavamo ve�cino zvezd kotveliko maso plina v stacionarnem stanju, tako da so vse koli�cine, ki opisujejo stanjeplina pribli�zno od �casa neodvisne. Tak privzetek je seveda to�cen le v okviru nekeomejene natan�cnosti, zato si bomo sedaj ogledali, na katerih �casovnih skalah se lahkostacionarnost poru�si. Obravnavali bomo tri �casovne skale, ki jih bomo imenovalinuklearni, dinami�cni in termi�cni relaksacijski �cas.Ker so vse zvezde vro�ce, izgubljajo energijo v prostor. To energijo mora nado-mestiti njihov notranji izvor. Danes vemo, da so to jedrske reakcije, predvsem zlivanjevodika v helij. �Cas trajanja jedrskih zalog imenujemo nuklearni relaksacijski �cas(tN ). Tega prav lahko izra�cunamo, �ce poznamo energijsko zalogo zvezde (energijo,ki jo lahko vse gorivo proizvede) in mo�c (L), ki jo zvezda seva (izsev). Iz pogoja zatoplotno ravnovesje (2.3) izra�cunamo najprej povpre�cno energijo, ki jo odda kilogramsnovi v sekundi: < " > = LM : (2.10)



2.2 Relaksacijski �casi 19Za Sonce, katerega izsev je L� = 4 � 1026W , dobimo< "� > � 2 � 10�4Wkg ; (2:10p)oziroma < "� > � 2 � 10�18MeV=smpV drugem koraku smo izra�cunali, koliko energije se sprosti v povpre�cju na vsak protonv notranjosti Sonca v sekundi (mp = masa protona). Vemo, da se pri zlitju protonovv He spremeni pribli�zno 8 odstotkov mase v energijo - na vsak proton pride okrog 8MeV vezalne energije. Tako vidimo, da je povpre�cna �zivljenska doba protona v Soncu,oziroma nuklearni relaksacijski �cas:tN = ENL = ENM ML = ENM 1< " > (2.11)Pri tem je EN zaloga energije, ki jo lahko proizvedejo jedrske reakcije. �Ce bi vzeli,da je Sonce sestavljeno iz samega vodika in je zmo�zno pretvoriti ves vodik v helij,bi dobili za nuklearni �cas pretvorbe vodika v helij za Sonce (glej (2.10p)) � 1011 let.Kasneje bomo videli, da je Sonce zmo�zno pretvoriti le okrog 10 odstotkov vodika vhelij, zato ra�cunamo, da je pravi nuklearni relaksacijski �cas okrog 10 krat kraj�si, toje: tN� � 1010let (2:11p)Sedaj nam je jasno, zakaj se temperatura Sonca ni bistveno spremenila v zadnjimilijardi let!Ta preprost ra�cun nam je pokazal, da zvezda lahko "�zivi" v stacionarnem stanjuzelo dolgo. Odprto pa je ostalo �se vpra�sanje, zakaj je stacionarno stanje stabilno -zakaj npr. zvezda ne eksplodira kot vodikova bomba. Nekaj o stabilnosti tega stanjaizvemo, �ce se vpra�samo, kak�sne spremembe povzro�cijo slu�cajne motnje - to je odkloniod hidrostati�cnega ali od toplotnega ravnovesja.Najprej si oglejmo primer, ko je hidrostati�cno ravnovesje v zvezdi poru�seno, takoda se tlak in gostota v posameznih plasteh nekoliko razlikujeta od ravnovesnih vred-nosti. Pri�cakujemo, da bodo zaradi tega plasti v zvezdi spreminjale svoje lege. �Cese izka�ze, da odkloni od mirovne lege ne nara�s�cajo s �casom, lahko smatramo, da jehidrostati�cno ravnovesje stabilno, v obratnem primeru pa seveda ni.Zaradi preprostosti bomo obravnavali radialne motnje. Opazujmo krogelno plast,ki je bila v ravnovesju omejena s polmeroma r in r + dr, v motenem stanju pa najbosta polmera mejnih plasti R(r; t) in R(r + dr; t). V sistemu, ki se giblje skupaj splastjo, je vsota vseh sil na plast enaka ni�c. Zato je v tem sistemu izpolnjen pogojhidrostati�cnega ravnovesja: dp = �ĝdR ; (2.12)kjer je ĝ pospe�sek prostega pada glede na sistem, ki se giblje s plastjo:ĝ = GM(R)R2 � @2R@t2 : (2.13)



20 Ena�cbe zvezdne strukture(Te�zo plasti v pospe�senem sistemu izra�cunamo prav tako kot te�zo �cloveka v dvigalu,ki se pospe�seno giblje). Ena�cba gibanja za plast je torej:@p(r; t)@r = ��(r; t)fGM(R)=R2 + @2R=@t2g@R@r : (2.14)Re�siti jo ho�cemo za majhne odmike od stanja hidrostati�cnega ravnovesja, zato vsekoli�cine razvijemo okrog tega stanja:p(r; t) = p0(r) + �p(r; t)�(r; t) = �0(r) + ��(r; t) (2.15)R(r; t) = r[1 + �(r; t)] ;kjer indeks "0" ozna�cuje stanje hidrostati�cnega ravnovesja. Ker smo se domenili, daR(r; t) ozna�cuje vedno isto plast v zvezdi (za stalen r), velja, da je M(R; t) = M(r)in zato tudi: dM = �0(r)4�r2dr = �(r; t)4�R2dR : (2.16)Odtod dobimo naslednjo zvezo med �� in � za majhne ��� = ��0(3�+ r@�@r ) : (2.17)Tudi med spremembami tlaka in gostote velja v prvem pribli�zku linearna zveza sstisljivostjo kot sorazmernostnim koe�cientom. Kasneje se bo izkazalo, da moramouporabiti adiabatsko stisljivost, ker so dinami�cni procesi v zvezdah mnogo hitrej�si kotprenos toplote. Zato velja: �pp = 
 ��� ; (2.18)kjer je 
 razmerje speci��cnih toplot (cp=cv). Za idealen enoatomni plin je 
 = 53 .Iz ena�cb (2.15) eliminiramo �p in ��, jih vstavimo v ena�cbo gibanja (2.14), upo�stevamo,da p0 in �0 ustrezata ravnovesni ena�cbi (2.2) in dobimo ena�cbo za majhne odmike odravnovesne lege v obliki:GMr3 (3
 � 4)� + @2�@t2 � 
�r4 @@r (r4p@�@r ) = 0 (2.19)z robnimi pogoji � je kon�cen v izhodi�s�cu in �p = 0 na povr�sini zvezde. To ena�cbosmo navajeni re�sevati s separacijo spremenljivk - pi�semo � = f(r)�ei!t in pridemo doproblema lastnih vrednosti za frekvence !. Dobiti ho�cemo najni�zjo lastno frekvenco -to je najdalj�si �cas s katerim zvezda niha ali se seseda. �Ce vstavimo GM=r3 � 4�3 G <� >, kjer je < � > neka povpre�cna gostota, sta v ena�cbi (2.19) prva dva �clenaneodvisna od koordinate r in re�sitev te ena�cbe, ki da dobro oceno za iskano najni�zjolastno frekvenco, je � = A � ei!0t + B � e�i!0t ; (2.20)



2.2 Relaksacijski �casi 21kjer je !0 = [ 4�3 G < � > (3
 � 4)] 12 . �Ce je (3
 � 4) > 0, je re�sitev oscilirajo�ca,kar pomeni, da zvezda, ki je bila neko�c zmotena, radialno niha, amplituda nihanj pas �casom ne nara�s�ca. Bolj natan�cen model poka�ze, da izgube energije zaradi preva-janja toplote v zvezdi, nihanje po�casi udu�se (podobno kot pri zvoku v zraku). Vsakamotnja, ki nastane kjerkoli v zvezdi, se najkasneje v eni periodi tega osnovnega last-nega nihanja raz�siri po vsej zvezdi. Periodo tega nihanja imenujemo zato dinami�cnirelaksacijski �cas in je: td = [ G3� < � > (3
 � 4)]� 12 (2.21)Normalne zvezde, katerih notranjost je sestavljena iz idealnega plina, se res takoobna�sajo, ker je adiabatski indeks 
 za idealni enoatomni plin enak 5/3 in je torej3
 � 4 = 1, kar je pozitivno.Za Sonce, dobimo dinami�cni relaksacijski �castd� � 1h (2:21p)To je zelo kratek �cas, kar pomeni, da se vsaka dinami�cna nestabilnost, ki bi bilamorda posledica eksplozivnega spro�s�canja energije, raz�siri po celotnem Soncu v eni uri.Velikih nihanj s tako karakteristi�cno frekvenco na Soncu ne opazimo, kar govori v priddomnevi, da je Sonce dinami�cno stabilno. V zadnjem �casu pa so razvili zelo natan�cnemetode za merjenje hitrosti Son�ceve povr�sine in ugotovili, da turbulenca (vrenje), kite�ce v vrhnjih plasteh Sonca, vzbuja osnovno radialno pa tudi druga mo�zna nihanja.Amplitude teh nihanj so na Soncu le nekaj metrov v sekundi, tako da jih je te�zkozaznati. Frekven�cni spektri razli�cnih na�cinov nihanj nudijo zelo u�cinkovito metodoza dolo�canje notranje strukture Sonca (potek p(r) in �(r)), kot lahko ugotovimo izena�cbe (2.19).Zanimivo je, da so �casi tega velikostnega reda zna�cilni za kefeide. Odtod namig,da gre za zvezde, ki radialno nihajo. Da gre v resnici za radialno nihanje so potrdili stem, da so merili in izmerili periodi�cne premike v spektrih teh zvezd, ki nihajo v faziz nihanjem sija. Ti spektralni premiki odra�zajo v�casih precej velika radialna nihanjaspremenljivk. Nihanje spremenljivk se za�cne pri nekaterih zvezdah �se preden dose�zejohidrostati�cno ravnovesje. Ko bi pogoji ravnovesja lahko bili izpolnjeni, pa �se vednoodmeva za�cetni val, ki je kr�cenje ustavil. Kr�cenje pogosto odmeva nekaj milijonovlet, ker nadome�s�cajo izgube pri nihanju mehanizmi, ki jih v tem ra�cunu ne moremopojasniti. Na podoben na�cin se vzbude in nihajo tudi nekatere zvezde, ko se postarajoin napihnejo na ve�c desetkratni prvotni polmer.�Se dve pripombi sta na mestu ob ena�cbi (2.19). Pri�cakujemo, da pravilno opisujeraz�sirjanje zvo�cnih valov v radialni smeri. Da je temu tako vidimo, �ce opazimo, da jetipi�cna valovna dol�zina zvo�cnih valov (�) veliko kraj�sa od polmera zvezde. Tako je
�r4 @@r (r4p@�@r ) == 
�r4 @@r (r4p)@�@r + 
p� @2�@r2 �



22 Ena�cbe zvezdne strukture� i nR 
p� 2��� � 
p� (2�)2��2V zadnji vrstici smo upo�stevali, da je za kratke zvo�cne valove mogo�ce zapisati � vsajlokalno kot A � ei(!t� 2�r� ). Tlak in radialna koordinata r se spreminjata na velikostniskali celotne zvezde, zato smo v prvem �clenu tretje vrstice nadomestili @@r z nR , pri�cemer je n �stevilo, ki je velikostnega reda 1. Kadar je � << R, lahko prvi �clen v gornjiena�cbi zanemarimo in prav tako lahko zanemarimo prvi �clen v ena�cbi (19), tako dase ta tedaj glasi: @2�@t2 � 
 p� @2�@r2 = 0:To je znana valovna ena�cba iz katere preberemo hitrost zvoka (cs):c2s = 
 p� :V tej lu�ci lahko izpeljemo dinami�cni relaksacijski �cas �se druga�ce; to je �cas, ki gapotrebuje zvok, da prepotuje polmer zvezde. S takim sklepanjem pridemo do nasled-nje ocene za dinami�cni relaksacijski �cas:td � R= < cs > = R� <r 1
 �p > = R� <r 1
 ��kT > (2.22)V zadnjem sklepu smo upo�stevali ena�cbo stanja idealnega plina (2.8). Upo�stevajmo�se izraz za povpre�cno temperaturo zvezde, ki smo ga izpeljali v (2.9), pa dobimo:td � R �s 1
 RGM = s 1
 R3GM = 1q 4�3 
G� (2.23)Tako dobljeni izraz je skoraj identi�cen z bolj to�cno re�sitvijo (2.21) - razlika je samo vsorazmernostnem faktorju.Drugi komentar v zvezi z ena�cbo (2.19) se ti�ce ravno omenjene razlike v sorazmer-nostnem faktorju. �Ce je adiabatski indeks 
 ve�cji od 43 , je razlika med (2.21) in (2.23)le kvantitativna in razmeroma majhna. �Ce pa je 
 � 43 , je razlika med (2.21) in(2.23) kvalitativna - (2.23) izraz je napa�cen, �ce ga razumemo v tem smislu, da ima tdkak�sno zvezo z nihanjem zvezde. �Ce je 
 < 43 , se v ena�cbi (2.19) spremeni predznakprvega �clena in njene re�sitve niso ve�c nihajo�ci sinusi in cosinusi, pa�c pa v neskon�cnostrasto�ce in proti ni�c padajo�ce eksponentne funkcije. Zvezda v kateri bi bil adiabatskiindeks 
 � 43 ne bi bila stabilna, ampak bi se bodisi neomejeno �sirila v prostor ali paneomejeno kr�cila proti manj�sim in manj�sim velikostim. Pri "normalnih" zvezdah, kijih sestavlja idealni enoatomni plin, do nestabilnosti ne pride. V zelo zgodnjih fazahpri nastajanju zvezde, ko ve�cina plina �se ni ionizirana, pa lahko pride do polo�zaja, koje efektivni adiabatski indeks v zvezdi za�casno manj�si od 43 . Prav tako lahko pride donestabilnosti v poslednjih fazah v �zivljenju zvezde, ko postanejo notranje gostote takovelikanske, da so lastnosti snovi, ki sestavlja zvezdo, bistveno druga�cne od lastnosti



2.2 Relaksacijski �casi 23idealnega plina. Kasneje bomo pokazali, da pogoj 
 � 43 dolo�ca tako najve�cjo mo�znomaso zvezde nasploh, kot tudi najve�cjo mo�zno maso za ugaslo zvezdo, to je za belopritlikavko ali nevtronsko zvezdo.Do sedaj je bilo govora o dveh relaksacijskih �casih - o nuklearnem in dinami�cnem;prvi je povedal koliko �casa je potrebno, da spoznamo izgubo notranjega jedrskega en-ergijskega rezervoarja, drugi pa je povedal v kolik�snem �casu spoznamo izgubo hidro-stati�cnega ravnovesja v zvezdi. Razmisliti moramo �se o tem, kaj in kako hitro bi sezgodilo, v �ce bi se iz kateregakoli razloga poru�silo toplotno ravnovesje v zvezdi, to je,kaj bi se zgodilo, �ce bi npr. jedrske reakcije nenadoma prenehale z nadome�s�canjemenergije, ki jo zvezda seva. V ta namen si oglejmo energijske rezervoarje s katerimizvezda razpolaga. Razen �ze omenjenega rezervoarja jedrske energije, sta v zvezdi �sez dvema pomembna rezervoarja: to sta rezervoar toplotne in gravitacijske energije.Za�cnimo z gravitacijsko energijo! Vzemimo, da moremo zvezdo graditi po lupinahin jo imamo �ze zgrajeno do polmera r. Ko dodamo na �ze zgrajeno maso M(r) iz"neskon�cnosti" �se plast z maso dM , smo prejeli na ra�cun gravitacijske potencialneenergije delo GM(r)dMr . Torej lahko re�cemo, da je potencialna energija plasti enakaomenjenemu delu z negativnim predznakom, celotna gravitacijska potencialna energijazvezde pa je vsota takih prispevkov. Torej:Eg = � Z R0 GM(r)�(r)r 4�r2dr (2.24)�Ce uporabimo ena�cbo hidrostati�cnega ravnovesja (2.2), lahko gornje zapi�semo tuditakole: Eg = Z R0 rdpdr 4�r2dr :Po integraciji per partes (dv = dpdrdr; u = 4�r3) pa dobimo �se:Eg = �3 Z R0 p(r)4�r2dr (2.25)Gornji izraz pa lahko razumemo �se druga�ce, �ce sestavlja zvezdo idealni enoatomniplin. Toplotna energija idealnega enoatomnega plina je namre�c enaka vsoti vsehkineti�cnih energij delcev, ki sestavljajo plin, zato je gostota kineti�cne, oz. toplotneenergije: wT = 32nkT (2.26)Pri tem je n �stevilo delcev na enoto prostornine. Upo�stevaje (2.8), lahko zapi�semogostoto toplotne energije idealnega plina �se v obliki:wT = 32p (2.27)Za zvezdo, ki jo sestavlja idealni plin je torej toplotna energija:ET = Z R0 32p4�r2dr (2.28)



24 Ena�cbe zvezdne struktureKo primerjamo (2.28) in (2.25), pridemo do nadvse pomembnega rezultata:ET = �12Eg (2.29)To je eden klju�cnih rezultatov za razumevanje stabilnosti zvezd. Kasneje bomo namre�cpokazali, da je ve�cina stabilnih zvezd sestavljena iz snovi, katere lastnosti lahko zelo,zelo dobro opi�semo z ena�cbo za idealni plin. Pomen tega rezultata lahko razumemotakole: �Ce zvezda ne bi imela jedrskega energijskega rezervoarja, bi bila njena celotnaenergija vsota gravitacijske in termi�cne energije, kar zapi�semo:Ecel = Eg +ET = �2ET +ET = �ET (2.30)To pomeni, da ima zvezda kot celota negativno speci��cno toploto; �ce izgubi (npr. ssevanjem) energijo (celotno energijo) �E, se ji termi�cna energija po (2.30) pove�caza �E. To pomeni, da se zvezda, ki s sevanjem izgublja energijo, segreva. Do tegapride zato, ker se sevajo�ca zvezda kr�ci in zato postaja vse bolj gravitacijsko vezana.Polovica tako spro�s�cene energije se izseva, druga polovica pa gre v toplotno energijo;pove�cana toplotna energija je potrebna zato, da zvezda vzdr�zi pove�can tlak zaradimanj�se razse�znosti.Mehanizem negativne speci��cne toplote tudi na preprost na�cin pojasni zakaj jetermonuklearno gorenje v zvezdi stabilno in ne eksplozivno kot npr. v vodikovi bombi.Termonuklearne reakcije so podobno kot kemijske reakcije mo�cno odvisne od temper-ature in gostote - s povi�sano temperaturo in gostoto se njihova hitrost mo�cno pove�ca.Vzemimo, da bi jedrske reakcije v notranjosti zvezde potekale hitreje, kot zahtevatoplotno ravnovesje. To bi imelo za posledico povi�sanje celotne energije zvezde in s temzmanj�sanje toplotne energije, to je povpre�cne temperature, kar pomeni zmanj�sanjehitrosti jedrskih reakcij. �Ce pa so, obratno, jedrske reakcije prepo�casne, zvezda ssevanjem izgubi ve�c energije, kot je reakcije proizvedejo. Celotna energija zvezde setedaj zmanj�sa, toplotna energija se pove�ca, zato ste�cejo jedrske reakcije hitreje, doklerne dose�zejo ravnovesne hitrosti, ki jo diktirajo izklju�cno pogoji prenosa toplote.Sedaj lahko odgovorimo na vpra�sanje kaj bi se zgodilo, �ce bi v zvezdi jedrske reak-cije nenadoma prenehale proizvajati energijo - zvezda bi se za�cela segrevati in kr�citi.Kot smo povedali, mora v tem primeru gravitacijske energija napajati dva porabnika- polovico gre za pove�canje termi�cne energije, polovico pa v izsev. Termi�cni re-laksacijski �cas (tT )imenujemo tisti �cas, v katerem bi zvezda pri nespremenjenemizsevu pove�cala svojo termi�cno energijo na dvojno prvotno vrednost, torej:tT = ETL = � 12EgLZa Sonce izra�cunamo gravitacijsko potencialno energijo po ena�cbi (2.24). Ker �se nepoznamo odvisnosti gostote od radija privzamemo, da je Sonce kar homogena kroglas polmerom R� in ocenimo:Eg� � �35GM2�R� � �2 � 1041J



2.3 Prenos energije 25Po absolutni vrednosti je ta ocena nekajkrat premajhna, saj so natranje plasti Soncagotovo precej bolj goste od zunanjih, zato je efektivni polmer Sonca glede na grav-itacijo gotovo manj�si. Bolj natan�cni ra�cuni poka�zejo, da je gornja ocena premajhna(po absolutni vrednosti) za dobrih trikrat. �Ce to upo�stevamo, lahko izra�cunamo, daje termi�cni relaksacijski �cas za Sonce pribli�zno:tT� = 30 � 106letUgotovili smo, da se v zvezdah lahko dogajajo razli�cni procesi in vsak od njihima �svojo �casovno skalo. Dinami�cna je zelo kratka (za Sonce td � 1h), termi�cna jeza �clove�ske razmere zelo dolga tT � 30 � 106let, nuklearna skala pa je �se ve�c stokratdalj�sa od termi�cne skale. Zaradi teh velikih razlik v �casovnih skalah lahko na osnoviopazovanj marsikaj sklepamo o procesih, ki v danih zvezdah dominirajo. Pri tem pa jetreba vendarle povdariti, da je tako jasna delitev na razli�cne �casovne skale predvsemzna�cilna za zvezde v stabilni fazi jedrskega gorenja kot je Sonce. V zvezdah, ki so nakoncu svoje �zivljenjske poti pa so vsi procesi bistveno hitrej�si in vsi relaksacijski �casilahko postanejo primerljivi.2.3 Prenos energijeKo smo dobili oceno za notranjo temperaturo Sonca, se lahko povrnemo na vpra�sanje,kako se v zvezdah prevaja energija. Ker je znotraj zelo vro�ce, lahko kar uganemo,da igra prenos s sevanjem pomembno vlogo. V�casih, kadar so v zvezdi temperaturnigradienti �se posebej veliki, prevzame vodstvo v efektivnosti prevajanja konvekcija,navadno prevajanje s trki pa je v zvezdah, razen v zelo eksoti�cnih fazah razvoja(bele pritlikavke, jedra rde�cih velikank, nevtronske zvezde), povsem nepomembno inneu�cinkovito zaradi majhne gostote snovi.2.3.1 Prevajanje s sevanjem�Ce bi se mogli in hoteli potopiti v zvezdo 2, nebi videli kaj dale�c - na pogled bibilo podobno, kot bi bili potopljeni v nekak�sno svetlo meglo. Svetlobo si je najboljepredstavljeti kot fotone, ki begajo povsod in v vse smeri v notranjosti zvezde. �Stevilofotonov be�ze�cih proti povr�sini je le zelo malo ve�cje od �stevila tistih, ki se gibljejov nasprotni smeri. Lahko si predstavljamo, da se v vro�ci redki snovi, kakr�sna je vzvezdah, fotoni gibljejo premo�crtno, dokler ne naletijo na elektron ali atom. Fotoni,ki so kvanti elektromagnetnega valovanja sodelujejo z nabitimi osnovnimi delci insicer jih lahko elektroni sipljejo - preusmerijo v drugo smer, lahko pa elektroni vsodelovanju z atomi ali ioni preprosto vzamejo fotonu vso energijo - ga absorbirajo,po drugi strani pa lahko elektron v atomu ali elektron, ki se siplje na ionu odda delsvoje energije v obliki kvanta svetlobe - fotona. V skladu s to sliko lahko povsemfenomenolo�sko opi�semo raz�sirjanje svetlobe (fotonov) v redki snovi s pomo�cjo dveh2Povr�sinske plasti �Sonca so npr. precej bolj redke od zraka, le vro�ce je tam.



26 Ena�cbe zvezdne struktureprocesov: absorpcije in emisije. Absorpcijski koe�cient de�niramo takole: vzemimo,da bi lahko prenesli plast snovi v natanko takem stanju 3 kot je v zvezdi v kivetodebeline d. �Ce bi z laserjem svetili skozi to plast bi pri�sel na drugi strani oslabljencurek. Razmerje med prepu�s�cenim in vpadlim svetlobnim tokom je:j0j = e��d � (1� �d) ;pri �cemer je � absorpcijski koe�cient. Gledano mikroskopsko, si predstavljamo pridedo absorpcije iz dveh razlogov, del laserskih fotonov elektroni v sodelovanju z ioni pre-prosto absorbirajo, del fotonov pa pri sipanju na elektronih spremeni prvotno smerin jih ne detektiramo na mestu, kjer merimo tok prepu�s�cene svetlobe. �Ce opazujemona�so kiveto z vro�cim plinom in ne svetimo nanjo, opazimo, da sama sveti (Maxwellovdemon sproti nadome�s�ca izsevano energijo!). �Ce je dovolj majhna (mere so manj�sekot 1=�) opazimo, da sveti polovica kivete natanko s polovico mo�ci celotne kivete.Tako lahko de�niramo emisivnost i kot mo�c, ki jo seva (dovolj majhna) prostorninana enoto prostornine v vse smeri.Obi�cajno absorbcijo pa lahko opi�semo tudi z masnim absorpcijskim koe�cientom�, tako da se v plasti z debelino dr absorbira dele�z ��dr vpadle svetlobe. �Ce pridepravokotno na plast debeline dr tok j, ga pride skozi le �se j(1� ��dr). Absorbcijskikoe�cient � je v splo�snem odvisen od pogojev, pod katerimi se nahajajo plini v zvezdi.Ve�c o tem koe�cientu bomo povedali kasneje. Ra�cuni poka�zejo da je povpre�cna prostapot fotonov 1=�� v normalnih zvezdah reda velikosti 1 cm. Izra�cunali bomo, kolik�sentok te�ce skozi plast debeline dr, �ce je razlika temperatur med povr�sinama enaka dT .Ker je razpolovna debelina za fotone 1=�� majhna, je sevanje v vsaki to�cki zvezdeskoraj izotropno. Zato je tudi sevalni tlak skoraj izotropen, njegova vrednost pa jepS = �3cT 4.Oglejmo si, kaj se dogaja v tanki lupini zvezdne snovi.(glej slika 2.1)Leva stran lupine je bolj vro�ca od desne, zato te�ce od leve proti desni toplotni tokj - tok fotonov (zaradi enostavnosti obravnavamo kar planparalelno geometrijo). Kerje stanje stacionarno in se v plasti energija niti ne proizvaja niti ne izginja, mora bitita tok isti pri vseh legah r. Vemo pa, da vsi fotoni, ki sestavljajo tok j pri legi r,zaradi sipanja svetlobe v plazmi ne morejo priti od r + dr. Zato lahko smatramo, daje tok pri r + dr sestavljen iz fotonov, ki so pri�sli od r - energijski tok teh fotonov jej��dr - in fotonov, ki so se pridru�zili temu toku na razdalji dr zaradi temperaturnegagradienta. Iz povedanega sledi, da mora biti energijski tok tega dela enak j��dr.Kolik�sen je tok j za dano temperaturno razliko dT lahko izra�cunamo, �ce upo�stevamo,da je plast dr v ravnovesju. Fotoni, ki se v plasti absorbirajo (njihov energijski tok jej��dr), predajo plasti svojo gibalno koli�cino in zato delujejo nanj s tlakomdp1 = d(E=c)dtdS = djc = j��c dr ;3Seveda bi potrebovali nevidnega Maxwellovega demon�cka, da bi skrbel, da se snov nebi s sevanjemohlajala



2.3 Prenos energije 27

Slika 2.1:ki nara�s�ca v na�si Sliki 2.1 od leve proti desni. Fotoni, ki se pridru�zijo toku v plasti, padelujejo na plast z natanko enako velikim tlakom, ki nara�s�ca proti levi in je posledicanara�s�canja izotropnega sevalnega tlaka 4�3c T 4(r) . Tako lahko na novo zapi�semodp1 = j��c dr = dp2 = 4�3c dT 4(r) :Odtod pa dobimo kon�cno j = � 4�3�� ddrT 4 ; (2.31)oziroma, ker je L = jS, L(r) = �4�r2 4�3�� ddrT 4 : (2.32)Z zgornje ena�cbe (2.32) lahko grobo ocenimo izsev zvezde. Kakor smo �ze vajeni,nadomestimo odvod temperature z razliko temperatur v sredini in na povr�sini, deljenos polmerom zvezde. L � 16�R23 < � > � �T 4cR (2.33)Za Tc vstavimo oceno kT = ��GMR in pridemo do izraza, da jeL � 16�R3 < � > � �k4 ��4 (GM)4R4 = (4�3 )2 4���4< � > k4G4M3 : (2.34)Veljavnost rezultata, ki smo ga dobili s tako zelo grobimi argumenti, je pre-senetljivo dobra. Zvezde na glavni veji so iz enake snovi in je zato �� isti za vsezvezde z glavne veje. Izka�ze se, da je tudi povpre�cna prosojnost < � > pribli�zno istaza vse zvezde z glavne veje. Zato zvezaL /M3



28 Ena�cbe zvezdne strukturedobro ponazarja odvisnost izseva od mase. Iz eksperimentalnih podatkov dobljenazveza je L 'M3:3 :Poudariti moramo, da je ujemanje napovedane zveze med maso in izsevom zopazovanji do neke mere le sre�cno naklju�cje, kajti prevajanje s sevanjem ni vednodominantni mehanizem za prenos toplote. Kadar bi bil potreben prevelik temper-aturni gradient, da bi se prenesla zadostna koli�cina toplote iz notranjosti na povr�sino,se razvije v zvezdi konvekcija, ki prena�sa energijo mnogo bolj u�cinkovito. V takihprimerih moramo ena�cbama strukture dodati �se �clen, ki opisuje prevajanje s konvek-cijo.2.3.2 Prevajanje s konvekcijoKonvekcijo dobro poznamo iz vsakdanjega �zivljenja, npr. konvekcijo zraka v sobi, kijo grejemo z radiatorjem. Ob radiatorju se zrak segreje in zato postane njegova gos-tota manj�sa kot gostota okolice. Vzgon po�zene topli zrak navzgor, na njegovo mestopride hladnej�si zrak, ki se zopet segreje in tako se proces ponovi.Mehanizem konvekcije v zvezdi pa je nekoliko druga�cen. Ker so energijski izvorizvezno porazdeljeni po prostornini, so mirujo�ci deli plina vedno v ravnovesju z okolico;ravnovesje se poru�si le delu plina, ki se giblje. Zato opazujmo majhen masni element,recimo mu mehur�cek, ki se giblje navzgor. V vsaki to�cki poti se tlak v mehur�ckuizena�ci s tlakom okolice, medtem ko je izena�cevanje temperature po�casnej�se, tako dasmemo pri dovolj kratkotrajnih odsekih poti re�ci, da se plin v mehur�cku razpenjaadiabatno. Naj bo mehur�cek na vi�sini r v popolnem ravnovesju z okolico. Ko gadvignemo za dr, se tlak v njem spremeni za dpdrdr, temperatura pa zadTmehur�cek = (1� 1
 )T dpp = (1� 1
 )Tp dpdr dr : (2.35)Temperatura okolice je na tej vi�sini padla zadTokolice = dTdr dr : (2.36)�Ce je mehur�cek sedaj hladnej�si od okolice, je tudi te�zji in zato se zvrne in padenazaj. V takem primeru je plin stabilen in do konvekcije ne more priti. �Ce pa jemehur�cek na vi�sini dr toplej�si od okolice, je la�zji in zato ga vzgon poganja navzgor.Plin je tedaj nestabilen in razvijejo se konvekcijski tokovi. Videli smo, da se konvekcijarazvije, �ce je le dTmehur�cek > dTokolice ; (2.37)oziroma, �ce vstavimo (2.35) v (2.36)�rT � (1� 1
 )Tp dpdr � dTdr > 0 : (2.38)



2.3 Prenos energije 29Koli�cino �rT imenujemo superadiabatski temperaturni gradient. Na�s pogoj torejpove, da nastopi konvekcija, br�z ko postane superadiabatski temperaturni gradientpozitiven. Izra�cunati bi bilo potrebno �se toplotni tok, ki spremlja konvekcijsko gibanje.Vendar je na�sa preprosta slika za tak ra�cun pre�sibka. Rezultat je tako mo�cno odvisenod robnih pogojev, da je prakti�cno nemogo�ce izdelati to�cno teorijo celo za najpre-prostej�se primere.Zamislimo si element snovi, ki se dviguje v konvekcijskem toku. Od okolne snoviga lahko lo�cimo samo toliko �casa, dokler se ne zlije z njo. Razdaljo, na kateri seelement zlije z okolico, imenujemo me�salno dol�zino. �Ce poznamo me�salno dol�zino,lahko izra�cunamo, koliko �casa bo posamezen element snovi potreboval, da prepotujeto razdaljo (viskoznost seveda zanemarimo) in koliko energije bo prenesel na tej poti.Odtod pa izra�cunamo, kolik�sen bo toplotni tok. Po tej poti pridemo do naslednjegaizraza za toplotni tok zaradi konvekcije:j(r) = �cpr �GM(r)T �1=2(�rT )3=2 l24 (2.39)Tukaj je cp speci��cna toplota plina v zvezdi, l pa me�salna dol�zina. Pri laboratorijskihposkusih se poka�ze, da je ta parameter primerljiv z linearnimi razse�znostmi prostora,v katerem se konvekcija vr�si.Seveda je me�salna dol�zina kriti�cni parameter fenomenolo�ske slike konvekcije in o njejne vemo preve�c. Vendar pa je kljub temu ve�ckrat mogo�ce narediti dobre modelezvezd. Pomaga nam tudi dejstvo, da je konvekcija za velik faktor bolj uspe�sna priprena�sanju toplote kot sevanje, tako da superadiabatski gradienti, ki so za vse drugera�cune zanemarljivo majhni, �ze poganjajo na povr�sje vso energijo, ki jo zvezda lahkoproizvede v notranjosti. Ena�cbe (2.39) zato v modelu skoraj ni treba uporabljati,ampak jo lahko beremo takole; �ce da ena�cba sevalnega ravnovesja pozitiven superadi-abatski gradient, nadomesti temperaturni gradient z adiabatskim, kajti konvekcija, kise bo razvila, bo �ze z izredno majhnim superadiabatskim gradientom mogla prenestidovolj energije.Poi�s�cimo oceno za superadiabatski gradient v Soncu! Vzemimo, da se vr�si kon-vekcija v plasti s polmerom R�=2, kjer je gostota 1 g=cm3 (to je povpre�cna gostotaSonca), me�salna dol�zina pa naj bo del Son�cevega radija (l = �R). Izsev Sonca priR = R�=2 je kar L�, saj se vsa energija proizvede globoko v notranjosti. Ko vstavimovse konstante v formulo (2.39), dobimo iz nje naslednjo oceno:�rT � 10�10Km� 1��4=3 :�Ceprav bi se vr�sila konvekcija v plasti z debelino le 1=1000 Son�cevega polmera, bibil superadiabatski gradient �se vedno samo 10�6K=m! Iz tega sledi, da lahko kon-vekcijo najve�ckrat kar zanemarimo.



30 Ena�cbe zvezdne struktureEna�cbe (2.1'),(2.2),(2.3') ter (2.32) ali (2.39) tvorijo zaklju�cen sistem diferencialnihena�cb, ki jim pravimo ena�cbe zvezdne strukture. Odlo�citev med (2.32) ali (2.39) je,kot smo povedali, odvisna od superadiabatskega temperaturnega gradienta (2.38).Re�sitve ena�cb zvezdne strukture predstavljajo matemati�cne modele zvezd. Seveda palahko postavimo modele samo, �ce poznamo lastnosti snovi v zvezdah, to je prosojnost�(�; T ), hitrost proizvajanja jedrske energije "(�; T ) ter ena�cbo stanja p(�; T ).2.4 Naloge2.1 Oceni temperaturo in pritisk v sredi�s�cu Sonca. Predpostavi, da je Sonce doseglostacionarno stanje nerotirajo�ce homogene zvezde v hidro in termodinami�cnemravnovesju. Sonce je sestavljeno iz idealnega plina (plazme) s sestavo 70%(mase) vodika, �30% in �1% ostalih te�zkih elementov.



Poglavje 3Lastnosti snovi v zvezdah3.1 Ena�cbe stanja in stanje snovi v zvezdahV normalnih zvezdah, to je v zvezdah, ki spadajo na glavno vejo Hertzsprung - Rus-selovega diagrama, lahko ra�cunamo z ena�cbo idealnega plinap = nkT ; (3.1)kjer je n �stevilo delcev v enoti prostornine, k pa Boltzmanova konstanta. Ta ena�cbastanja nam je dovolj dobro znana, da o njej ne bi bilo potrebno izgubljati dosti besed.Vendar je zanimivo nekoliko ve�c povedati o tem, zakaj je ta ena�cba dobra, kljub ve-likim gostotam ioniziranega plina v sredi�s�cih zvezd (v sredi�s�cu Sonca zna�sa gostotaokrog 100 g=cm3).V splo�snem velja, da se plin obna�sa kot idealen, �ce je povpre�cna prosta pot delcevv plinu dosti ve�cja od povpre�cne razdalje med njimi; ali z drugimi besedami, plin seobna�sa kot idealen, �ce povpre�cen delec v plinu bistveno spremeni svojo gibalno koli�cinozaradi trkov, ko premeri razdaljo, ki je mnogo ve�cja od povpre�cne razdalje med sosedi.Plin je v notranjosti zvezd skoraj popolnoma ioniziran, saj je povpre�cna termi�cnaenergija delcev pri nekaj miljonih stopinj Kelvina �ze dovolj visoka, da razbije atomevodika in helija, ki sta glavni sestavini zvezdne snovi. V takem ioniziranem plinu, kiga imenujemo plazma, so elektromagnetne interakcije med delci edine pomembne, sajso razdalje med delci (d � 10�9 cm pri gostoti 100 g=cm3) mnogo ve�cje od njihove ve-likosti (rprotona � 10�13 cm). Elektri�cne sile imajo dolg doseg, vendar mo�cno sipljejole, �ce se delca med trkom dovolj pribli�zata. Razdelimo trke med delci na bli�znje inoddaljene! Rekli bomo, da je trk bli�znji, �ce se delca odklonita iz prvotne smeri zave�c kot za kot #0 in oddaljeni, �ce je odklon manj�si. Seveda je meja med bli�znjim inoddaljenimi trki poljubno postavljena, vendar je o�citno, da je prenos gibalne koli�cnena povpre�cen trk tem manj�si, �cimbolj redki so bli�znji trki. Pri malo verjetnih bli�znjih



32 Lastnosti snovi v zvezdahtrkih so zato elektromagnetne interakcije zanemarljive in plazma se obna�sa kot ide-alen plin.Poglejmo na�stete pogoje nekoliko bolj podrobno! V prvem pribli�zku lahko vza-memo, da so nabiti delci homogeno porazdeljeni po prostoru, zato je verjetnost zabli�znji trk pribli�zno enaka wb � �b2c�d2 ;kjer je d povpre�cna razdalja med delci, bc pa tisti kriti�cni parameter, ki deli trke nabli�znje in oddaljene. V dovolj redki plazmi so bli�znji trki redki in jih lahko obrav-navamo kot problem dveh teles. Ko vpeljemo relativne koordinate med delcema,dobimo ena�cbo gibanja v obliki �m�r = �Z1Z2e24�"0 rr3kjer je �m reducirana masa delcev, ki sodelujeta v trku ( �m = m1m2m1+m2 ), r je radij vektor,ki povezuje delca, Z1 in Z2 pa sta njuna naboja (v enotah osnovnega naboja). Vemo,da so orbite, ki jih opisuje radij vektor r sto�znice - v na�sem primeru hiperbole. Upora-bimo �se zakon o ohranitvi energije in vrtilne koli�cine (dva integrala gornje ena�cbe),pa dobimo za kot odklona delca iz osnovne smeritan #2 = Z1Z2rklmec2b �mv20 ;

Slika 3.1.



3.1 Ena�cbe stanja in stanje snovi v zvezdah 33kjer je # kot odklona, b parameter trka, v0 relativna hitrost obeh delcev v velikioddaljenosti, me masa elektrona, rkl pa klasi�cni radij elektrona. Kriti�cni parametertrka je odtod bc = Z1Z2rkl mec212 �mv20 ;kjer smo za #0 zaradi udobnosti izbrali #0 = 2arctan 12 (= 53�).V plinu s temperaturo T je povpre�cna kineti�cna energija delcev 32kT , zato jepovpre�cni kriti�cni parameter za delce z nabojema Z1 in Z2 enak< bc >= Z1Z2rklmec232kT : (3.2)Pogoj za to, da se plazma obna�sa kot idealni plin (wb � 1) lahko torej napi�semo vnaslednji obliki wb = (Z1Z1rklmec232kT n1=3)2 � 1 : (3.3)Ocenimo kriti�cni parameter trka za plazmo v sredi�s�cu Sonca, kjer je temperatura15 � 106 K! �Ce vzamemo, da je plin v sredi�s�cu v glavnem vodik, je Z1 = Z2 = 1 indobimo < bc >= 5 � 10�11 cm :Povpre�cna razdalja med delci (d = n�1=3) pa je pri gostoti 100 g=cm3, pribli�zno2 � 10�9 cm. Verjetnost za bli�znji trk je torej res majhna in ena�cba idealnega plina(3.1) v sredi�s�cu Sonca prav tako dobro velja. �Ce vzamemo, da je temperaturni gra-dient v zvezdi blizu adiabatskemu (modeli poka�zejo, da je to kar dobra ocena), lahkoiz ena�cbe hidrostati�cnega ravnovesja tudi vidimo, da je verjetnost za bli�znji trk, ki jorazen numeri�cnih faktorjev dolo�ca le razmerje ( nT 3 )2=3, celo po�casi pada proti povr�sini.Zato lahko pri�cakujemo, da je vpliv elektrostatskih interakcij po vsem Soncu zane-marljiv.Navadno ra�cunamo z gostoto mase in ne z gostoto delcev, zato bomo gostotodelcev izrazili z gostoto mase in sestavom zvezdne plazme. Seveda jen =Xi ni ;kjer predstavljajo ni delne gostote posameznih komponent. Gostota mase pa je� =Xmini ;z mi, kot maso delca i-te vrste.



34 Lastnosti snovi v zvezdahV astro�ziki ra�cunamo z ute�znimi razmerji posameznih komponent (ute�zno razmerjeelektronov zanemarimo, ker je njihova masa majhna), ki so de�nirane kotXi = mini� = mp� niAi :Tu nastopa Ai kot atomska masa i-te vrste in mp kot masa protona. V popolnomaionizirani plazmi pride na vsak atom z vrstno �stevilko Zi ravno Zi elektronov, zatoje gostota elektronov enaka ne = Xpo jedrihZini :Gostota delcev je takon = Xpo jedrih ni + Xpo jedrihZini = �mp X(1 + Zi)XiAi = ��� ; (3.4)kjer je koli�cina ��, ki je de�nirana z zadnjo enakostjo, o�citno povpre�cna masa delca vplazmi.Ute�zni razmerji najpogostej�sih elementov v zvezdah - vodika in helija - se navadnoozna�cita z X in Y , za te�zje elemente, ki jih ni za ve�c kot tri odstotke, pa se ra�cuna spovpre�cnim ute�znim razmerjem Z.S tem pa �se ne smemo popolnoma zaklju�citi razprave o plinski ena�cbi v zvezdah. Dosedaj smo namre�c govorili samo o popolnoma ionizirani plazmi, ki se nahaja v sredicahzvezd. Ko pa gremo proti povr�sju, temperatura pada in s tem tudi stopnja ionizacije.Tudi v plazmi, ki je le delno ionizirana in ni preve�c gosta, shajamo z ena�cbo idealnegaplina v obliki p = nkT , s tem da je gostota delcev n �stevilo vseh prostih delcev (jeder,ionov in elektronov) v enoti prostornine. To �stevilo je odvisno od temperature in odgostote, saj se jedro in elektroni, ki so nanj vezani, �stejejo kot en sam delec. Ra�cunovza povpre�cno �stevilo elektronov, ki so vezani na jedro z nabojem Zi, tukaj ne bomonavajali, bralec pa si jih lahko ogleda npr. v knjigi J.P. Cox and R.T. Giuli:Principlesof Stellar Structure. Tam preberemo, da je odstopanje od formule (3.1) zaradi vezanjaelektronov na jedra �ze znatno, �ce temperatura pade pod 100 000 K; za ve�cino zvezdje to tik pod povr�sjem.Razen tlaka, ki ga povzro�cajo atomi in elektroni s svojim gibanjem, je v nekaterihve�cjih zvezdah pomemben �se sevalni tlak fotonov.psev = ( �3c)T 4 (3.5)V modelih za zvezde spektralnega tipa O ali B je prispevek tega �clena do nekako10% celotnega tlaka. Zanimiv pa je argument, da zaradi tega prispevka k tlaku nenajdemo zvezd, ki bi imele ve�c kot kakih sto Son�cevih mas. Sklepamo takole: �ce biv neki zvezdi prevladal sevalni tlak, bi bila ta nestabilna, saj je adiabatski indeksfotonskega plina 43 (glej poglavje o relaksacijskih �casih). Redek plin, ki bi tako mo�cno



3.2 Jedrske reakcije 35svetil, da bi fotonski tlak prevladal. Plin bi se nato razpihnil, nastali fragmenti pa bise skr�cili v manj�se zvezde. Ocenimo maso pri kateri bi pri�slo do takega pojava!�Ze na prvih straneh smo dobili ocene za tlak in temperaturo plazme v sredi�s�cu zvezde(ena�cb (2.7) in ostale ocene). Odtod lahko takoj dobimo oceno za razmerje medsevalnim tlakom in celotnim tlakom v sredi�s�cu zvezde.psevpc � (�=3c)T 43GM2=4�R4 = (�=3c)( ��c2GMkRc2 )43GM2=4�R4�Ce izrazimo Stefanovo konstanto � s fundamentalnimi konstantami (� = �290 k4~3c2 ) invpeljemo Planckovo maso 1 mPl = (~c=G)1=2 = 2:18 � 1015 g, lahko gornje razmerjenapi�semo v pregledni obliki psevpc � �245( ��2Mm3Pl )2 : (3.6)�Ce je masa M enaka 16 M�, je to razmerje enako 1. Pri tako masivnih zvezdah jetorej tlak fotonov �ze mo�cno pomemben. Natan�cnej�si ra�cuni poka�zejo, da je na�sa ocenasicer nekoliko prenizka (pribli�zno za faktor 5), vendar kvalitativno pojasni nestabil-nost velikih zvezd.3.2 Jedrske reakcijeOmenili smo �ze, da je glavni energijski rezervoar zvezde jedrska energija, ki se spro�s�caob zlivanju jeder pri dovolj visokih temperaturah. Dale�c najve�c energije se sprostipri reakciji zlivanja vodika v helij. Ta proces lahko poteka po dveh poteh in sicertakozvani reakciji p-p ali kot ogljikov cikel. Ti dve reakciji sta razmeroma dobropreu�ceni in izrazi za gostoto spro�s�cene energije, kot jih bomo zapisali, precej dobroopisujejo realno stanje.3.2.1 Zlivanje vodika v helijJedrska reakcija v kateri upo�stevamo ohranitvene zakone in pretvarja vodik v helij vprvi verigi proton-proton 2 p-p I poteka takole:p + p �! D + e+ + �e + 1:44MeVD + p �! 3He + 
 + 5:49MeV3He + 3He �! 4He + p + p + 12:85MeV (3.7)Ta veriga poteka preko posrednega nastajanja devterija D (2H) in helija-3.Vsaka reakcija pp I verige ima zaradi razli�cnih Coulombovih pregrad svojo reakcijsko1Ka�ze, da igra Planckova masa v astro�ziki posebno pomembno vlogo. Glej npr. D.W. Sciama:Black Holes and their Thermodynamics, Vistas in Astronomy, 19, 385, 1976.2Protone p predstavljajo vodikova jedra 1H



36 Lastnosti snovi v zvezdahstopnjo. Najpo�casnej�sa je prva - za�cetna stopnja, ki se zgodi zaradi razpada protonav nevtron in vsebuje �sibko silo (�cetrta sila).Produkcija jedra helija-3 v pp I verigi omogo�ca tudi mo�znost neposredne interakcije zjedrom helija-4, katere posledica je nova veja verige proton-proton. V okolju zna�cilnemza jedro Sonca interagira v 69% helij-3 s helijem-3 (veriga pp I), v 31% pa ste�ce verigapp II: 3He + 4He �! 7Be + 
7Be + e� �! 7Li + �e7Li + p �! 4He + 4HeVendar je mo�zna �se tretja veja verige pp, ki lahko nastane kot konkurenca ujetjuelektrona v jedro berilija-7 pri verigi pp II. Ujetje protona je malo verjetno a se zgodiv 0.3% in tako tvori tretjo verigo pp III.7Be + p �! 85Be + 
85Be �! 84Be + e+ + �e84Be �! 4He + 4HeZa produkcijo helija-4 obstaja tudi drugi, neodvisen cikel. Reakcije tega,ogljikovegacikla CNO potekajo pri nekoliko vi�sjih temperaturah na naslednji na�cin:12C + p �! 13N + 
13N �! 13C + e+ + �e13C + p �! 14N + 
14N + p �! 15O + 
15O �! 15N + e+ + �e15N + p �! 12C + 4He (3.8)
kjer se oglijik, du�sik in kisik uporabljajo kot katalizatorji. Pri zgornji veji reakcijgre za produkcijo ogljika-12 in helija-4. V drugi veji ogljikovega cikla, ki se zgodi le v0.04%, pa v kon�cni reakciji (3.8) nastane raje kisik-14 in foton kot oglijik-14 in helij-4.15N + p �! 16O + 
16O + p �! 17F + 
17F �! 17O + e+ + �e17O + p �! 14N + 4HeU�cinek obeh reakcij (p-p in CNO) je isti, to je zlivanje �stirih protonov v heli-jevo jedro, le da je za reakcijo ogljikovega cikla potrebna prisotnost ogljika-12 in (ali)



3.2 Jedrske reakcije 37du�sika-14 kot katalizatorja. V normalni zvezdni snovi je vedno dovolj teh stabilnihizotopov, da reakcija lahko ste�ce (XCNO � 0:003).Pri zlivanju vodika v helij se sprosti 27:8 MeV energije na vsak formiran helijevatom, ki se razdeli med �zarke 
, delce in nevtrine. Energija �zarkov 
 in delcev se s trkihitro prenese na okolno snov in jo s tem segreje, medtem ko nevtrino ve�cinoma popol-noma svobodno pobegne in je njegova energija za zvezdo izgubljena. Pri reakcijahogljikovega cikla odnesejo nevtrini v povpre�cju nekoliko ve�c energije kot pri reak-cijah p-p, tako da ostane v zvezdi v povpre�cju 25:0 MeV na nastali helijev atom vreakciji ogljikovega cikla in 26:2MeV , �ce je bil helijev atom proizveden z reakcijo p-p.Ra�cunanje hitrosti reakcij zlivanja protonov v helij na sre�co ne zahteva zelo natan�cnegapoznavanja vseh podrobnosti jedrske �zike. Ugotovili smo �ze, da so temperature vnotranjosti zvezd, kjer take reakcije potekajo, okrog 107 K in je torej povpre�cnatermi�cna energija delcev v zvezdi le kakih 1 000 eV . To pomeni, da poteka reakcijapo direktni poti in so prispevki resonan�cnih pojavov zanemarljivi.Hitrost reakcije med delci 1 in 2 de�niramo kot �stevilo reakcij med temi delciv enoti prostornine in �casa. Naj bodo delci 1 tar�ca, ki jo zadevajo delci 2. �Stevilozadetkov v enoti prostornine in �casa je enako produktu toka delcev 2:(v n2) in povr�sinitar�ce 1 v enoti prostornine:(q(v) n1), kjer je v relativna hitrost med projektili in tar�co,q(v) presek za sipanje delca 1 na 2, n1 in n2 pa sta �stevilski gostoti delcev 1 in 2.�Stevilo reakcij dobimo, �ce pomno�zimo �stevilo zadetkov z verjetnostjo, da zadetekspro�zi reakcijo. Ta je enaka produktu verjetnosti za tuneliranje skozi coulombskopregrado med nabitima delcema (Pp(v)) in verjetnosti, da reakcija ste�ce po za�zelenemkanalu, potem ko je �ze pri�slo do tuneliranja (PN ). Ker so vse gornje verjetnosti �seodvisne od relativne hitrosti med projektilom in tar�co, moramo delce v plinu razdelitina hitrostne razrede in se�steti prispevke iz posameznih razredov.Hitrost reakcije nnapi�semo tako v naslednji obliki_n = Z 10 vn2q(v)n1Pp(v)PND(T; v)dv : (3.9)Posamezne parametre v gornji formuli je potrebno bodisi izmeriti v laboratoriju,bodisi izra�cunati na osnovi teoretskih modelov. Glavno temperaturno odvisnosthitrosti reakcije dolo�cata verjetnost za tuneliranje Pp(v) in Boltzmannov faktorD(T; v).Boltzmannov faktor je sevedaD(T; v) = ( �m2�kT )3=24�v2e� �mv22kT ; (3.10)kjer je �m reducirana masa za delca 1 in 2, ki vstopata v reakcijo.�m = m1m2m1 +m2 (3.11)



38 Lastnosti snovi v zvezdahVerjetnost za tuneliranje pa lahko izra�cunamo, �ce poznamo obliko potencialne pre-grade. Navadno naredimo pribli�zek potenciala med dvema jedroma s coulombskimpotencialom 1r , ki ga na neki razdalji r0 nadomesti potencialna jama jedrskih sil (Slika3.2)

Slika 3.2: Pribli�zni potencial jedra s coulombsko pregrado.Ta pribli�zek je dovolj dober, kadar je medsebojna hitrost delcev majhna, tako daje dol�zina tunela skozi pregrado mnogo ve�cja od dosega jedrskih sil. Iz kvantnome-hanskega izra�cuna tako dobimo izraz za verjetnost tuneliranjaPp(v) / e�2��Z1Z2 cv ; (3.12)kjer je � konstanta �ne strukture (� = e24�"0~c = 1137 ), Z1 in Z2 pa naboja jeder, kireagirata.Boltzmannov faktor ima maksimum pri hitrosti, ki ustreza povpre�cni termi�cnienergiji 32kT (okrog 1000 eV ), ter mo�cno pada pri vi�sjih hitrostih, verjetnost zatuneliranje pa zraste �sele, ko postane medsebojna hitrost znaten del svetlobne hitrosti.Produkt teh dveh faktorjev je tako funkcija, ki ima znatne vrednosti samo v zelo ozkemintervalu okrog ekstrema priv0 � �vtermi�cna(�Z1Z2�(mc22kT )1=2)1=3 (3.13)Za reakcijo p-p in pri temperaturi 107 K je v0 = 2:25 �vtermi�cna.Integral (3.9) dobi preprosto obliko, �ce v vse ostale faktorje, ki se s hitrostjo po�casispreminjajo, vstavimo kar v0. Potem je_n / e�3(�Z1Z2�( �mc22kT )1=2)2=3 (3.14)



3.2 Jedrske reakcije 39Zaradi kraj�se pisave uvedemo karakteristi�cno temperaturo za jedrske reakcijeTn = �2mpc24�2k = 14:8 � 106 K (3.15)Gornja formula se potem glasi_n / Exp(�3(�Z1Z2�)2=3(2 �mmp TnT )1=3)) (3.16)Iz tega izraza vidimo, da je pri ni�zjih temperaturah ogljikov cikel zaradi visokeganaboja jeder in visoke reducirane mase dosti mo�cneje du�sen kot reakcija p-p. Ven-dar so preseki za reakcije v ogljikovem ciklu ugodnej�si, tako da te reakcije s�casomadose�zejo reakcijo p-p. Pri �se vi�sji temperaturi pa ogljikov ciklus popolnoma prevlada,ker je njegova temperaturna odvisnost, kakor ka�ze zgornji izraz dosti bolj strma kottemperaturna odvisnost za reakcijo p-p.V stacionarnem stanju poteka jedrsko gorenje v povpre�cju ravno po stopnjah, kotso napisane v (3.7) (�ce prevlada reakcija p-p) ali (3.8) (�ce prevlada ogljikov cikel).Tako mora npr. na vsako zlitje protonov v reakcij p-p priti v povpre�cju eno zlitjeprotona z devterijem, na dve taki reakciji pa eno zlitje dveh 3He v 4He. Hitrosti tehreakcij morajo biti zato v naslednjem razmerju:_np�p = _np+D = 2 _n3He+3He (3.17)Reakcije te�cejo v takem stacionarnem zaporedju le, �ce so koncentracije posameznihkomponent v ravnovesnem razmerju. Ra�cuni na modelih zvezd so pokazali, da se vz-postavijo ravnovesne koncentracije v zvezdah s pribli�zno tak�sno maso kot je Son�ceva,v nekako 100 miljonih let, kar je le stotina dobe, v kateri Sonce izrablja gorenje vodikakot vir energije.Energija, ki se sprosti pri jedrskih reakcijah, je enaka vsoti energij na posameznovrsto reakcij v ciklu. Energija na vrsto reakcije v enoti prostornine in �casa pa jeseveda enaka hitrosti reakcije, pomno�zeni z energijo, ki se odda pri eni sami reakciji.V ravnovesju, kjer so hitrosti reakcij povezane, je proizvedena energija v enoti pros-tornine in �casa, enaka energiji vseh reakcij v ciklu, pomno�zeni s �stevilom ciklov (naenoto prostornine in �casa), to je s hitrostjo ene od reakcij, ki v ciklu samo enkratpote�ce.Ko so vstavili eksperimentalne podatke v (3.9) in izra�cunali hitrost reakcij poopisani poti, so dobili za proizvodnjo jedrske energije v zvezdah na enoto mase in�casa, naslednje izraze:a.) Za reakcijo p-p: "p�p = Kp�p�X2(TnT )2=3e�13:77(TnT )1=3 ; (3.18)kjer je Kp�p = 0:034 J m3=kg2 s.


