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Uvod

Einsteinova splosna teorija relativnosti je klasi¢na teorija gravitacijskega polja.
Zmnana je po nekaterih svojih eksoticnih napovedih kot so ¢rne luknje in gravitacijski
valovi, ki jih Se do danes nismo uspeli nedvoumno zaznati. Pravilnost te teorije
zaenkrat potrujejo le trije klasicni testi izvedeni v Sonénem sistemu, kjer je gravitacija
v njej lastnih enotah izjemno Sibka in temu primerno se tudi pojavi, ki jih napoveduje
Einsteinova teorija, le zelo, zelo malo razlikujejo od napovedi preprostejse Newtonove
teorije gravitacije. Lepota in pomen Einsteinove teorije gravitacije ni, po mojem
mnenju, v eksoti¢nih pojavih ali v to¢nih napovedih majckenih sprememb v Soné¢nem
sistemu, ampak v njeni eleganci in v vplivu, ki ga je imela in Se ima za razumevanje
osnov fizikalnega razumevanja prostora in ¢asa. Fizikalna slika in metode te teorije
so spremenile celotno sodobno teoreticno fiziko. Vse teorije polja, tako klasi¢ne kot
kvantne morajo ustrezati tistim nacelom, ki so prvi¢ jasno postavljena v splosni
relativnostni teoriji.

Kot vse dobre teorije je tudi splosna relativnost ziv organizem, ki mu razisko-
valci Se vedno dodajajo nove poglede, zglede in izpeljave. Zato se je razvilo tudi
nekaj poti po katerih je vredno hoditi na poti v splosno relativnost. Po glavnih raz-
glednih tockah bi razvrstil te poti med klasicne, katerih glavni povdarek je princip
ekvivalence in smatrajo teorijo gravitacije za edino kanoni¢no geometrijsko teorijo
prostora-casa. Druga vrsta poti pa predvsem povdarja simetrijske lastosti gravitacije
in njeno podobnost z drugimi polji, ki jih prav tako opiSemo z umeritvenimi teori-
jami polja. Sam sem prvi¢ spoznal gravitacijo po prvi poti. Res je lepa in po vseh
naporih, ki jih je treba premagati, se zdi Se lepsa. Tisto, kar je pri njej impresivno je
to, da izgleda, kot da ni prav nobene (ali pa skoraj nobene) druge moznosti za opis
gravitacije. Vendar je ta pot precej naporna. Dolgo se vije po samotnih soteskah in
pusca popotnika samemu sebi; ne daje mu kaj prida zgledov, ki bi mu lajsali pot.
Veckrat je treba mimo nevarnih ¢eri v obliki matemati¢nih singularnosti, ki niso
vedno to, za kar se kazejo. Sele na koncu se odpre ¢udoviti razgled, ki je znacilen za
visoke vrhove.

Drugo pot sta prva prehodila Weinberg in Salam. Proslavila sta se s poenotenjem
teorije elektromagnetnega polja in Sibke sile. Zanimala ju je struktura teorij polja,
predvsem to, kako razlicna polja sodelujejo med seboj. Pri tem sta Weinberg in
Salam, pa tudi ze drugi pred njima, naleteli na simetrijska pravila, ki jim mora
ustrezati vsaka teorija polja - tudi gravitacija. Weinberg je tako napisal uc¢benik
Gravitation and Space-Time v katerem pride do gravitacijskih ena¢b po splosnih
pravilih, ki veljajo za vsako teorijo polja. Ta pot do teorije gravitacije je zloznejsa od
prve. Na njej lahko srecamo ve¢ zgledov in ve¢ podobnosti z drugo znano teorijo polja



- elektromagnetno teorijo. Zato se je mo¢ na tej poti veckrat ustaviti in preverjati
razumevanje na znanih zgledih.

Tale kratek zapis se naslanja bolj na drugo pot, vendar zaradi kratkosti ne bomo
zmogli vseh zgledov in pregledati vseh paralel z elektromagnetno teorijo, ki bi jih
bilo vredno in potrebno za polno delavno razumevanje teorije gravitacije. Zato se
bomo vcasih naslanjali tudi na nekatere Einsteinove premisleke, ki so se v zadnjih
osemdesetih letih vendarle intuitivno vsidrali v naso zavest.

1 Newtonov zakon gibanja in njegove simetrije

Newtonov zakon gibanja smo navajeni videti v obliki:

—

F = ma (A1)

7 besedami pa ga lahko povemo tudi takole: Telo, na katerega ne deluje nobena sila,
se giblje premo in enakomerno. Ce se telo ne giblje premo in enakomerno, potem nanj
deluje sila, ki je sorazmerna pospesku tega telesa in njegovi masi. Povdarek v besedni
formulaciji je na tem, da je prostor cudovito simetricen, to je, da lahko v njem vpel-
jemo koordinatne sisteme, ki imajo lastnost, da koordinate teles, ki prosto padajo, v
vseh koordinatnih sistemih enakomerno narascajo. Newtonov zakon je zato vredno
zapisati v tisti matematiéni formulaciji, ki najbolj slikovito odraza simetrijo prostora.
Lagranzeva formulacija enacb gibanja temu namenu bolje ustreza od Newtonove. V
Lagranzevi formulaciji zapiSemo enacbe gibanja sistema N delcev na katere in med
katerimi delujejo samo sile, ki jih je mogoce izraziti kot gradiente potenciala ali sile
holonomnih vezi, kot Euler Lagranzeve enacbe, ki slede iz Lagranzeve funkcije sis-
tema N delcev. Pri tem je Lagranzeva funkcija sistema delcev zapisana kot vsota
kineticnih energij vseh delcev (glede na nek inercialni sistem), od nje pa odstejemo
potencialno energijo vseh sil med delci. Torej:

mi(#)2 — V(i P, . 7, 1) (A.2)

|~

L(7, T, .. TN, H, B &y t) = E
i=1

Euler Lagranzeve enacbe, to je enacbe gibanja, pa so:

d oL oL

dtos, — Or

~ 0 (A.3)

Naloga A.1: Pokazi, da so enacbe (A.3) istovetne enacbam (A.1), ¢e je sila na i —ti
delec F; = —0V/0r; .



Se ena pomembna lastnost enacb (A.3) je ta, da jih lahko izpeljemo iz zelo pre-
prostega Hamiltonovega principa, ki pravi: Ce vem, da so ob ¢asu t; delci sistema v
tockah 7;(t;) = Ry; in ob ¢asu t, v tockah Ti(ty) = égi, potem se v vmesnem c¢asu t
(t1 < t < tg) gibljejo po tisti od vseh moznih poti 7(¢), za katero zavzame akcija
S najmanjso vrednost, pri ¢emer je akcija:

to .
Sl = / L(r;, Ht)dt . (A.4)
t1
Pri tem smatramo akcijo kot funkcional funkcij 7;(¢). To je, akcija je Stevilka katere
vrednost je odvisna od tega katere funkcije izberem za 7;(t).
Vrnimo se na sam samcati delec na katerega ne deluje nobena sila. Lagranzeva
funkcija za ta delec je preprosto:

1 . 1
L = 5mr‘Q = 5m(g;~2+g2+22) (A.5)

V oci pade zelo preprosto dejstvo; ker je Lagranzeva funkcija enaka kineti¢ni energiji
delca, je konstantna vzdolz trajektorije, oziroma dL/dt = 0. Za take Lagranzeve
funkcije, ki so konstantne vzdolz poti delca, lahko pokazemo: Ce je L Lagranzeva
funkcija, ki da prave enacbe gibanja, potem da L' = f(L) iste enacbe gibanja, pri
¢emer je f(L) poljubna dvakrat zvezno odvedljiva funkcija L. Torej je L' popolnoma
enakovreden L-u kot generator enach gibanja.

Naloga A.2: Dokazi to trditev.
Ce izberemo f(L) = (2L)2, dobimo L' = +/i2+ g%+ 22 in akcijo lahko

zapisemo kot:
to
S = / V2 +y? 4 22dt (A.6)
t1

Vidimo, da je S lahko tudi dolzina poti med tockama Ry in ﬁg. Hamiltonov prin-
cip, ki opisuje gibanje prostega delca med dvema tockama v prostoru lahko izrazimo
tudi z besedami: prosti delec opise najkrajso mozno pot med dvema tockama. Ta
oblika zakona gibanja najbolj nazorno kaze povezavo med geometrijo in dinamiko:
Dinamika prostih delcev opisuje najkrajSe mozne poti med dvema tockama. V Evk-
lidskem prostoru so take poti (slucajno 7) deli premic.



2 Galilejeve in Lorentzove transformacije

Videli smo, da Newtonov zakon dinamike pove, kako moramo v kartezi¢nih koor-
dinatah zapisati razdaljo med dvema tockama v prostoru. Kaj pa simetrije prostora
o katerih je bilo govora v uvodu? Simetrijske operacije so tiste operacije, ki ohran-
jajo neko lastnost. Npr. ena od pomembnih lastnosti evklidskega prostora je ta,
da imajo vsi trikotniki v prostoru enako vsoto notranjih kotov to je 7, ne glede na
njihovo orientacijo ali plos¢ino. Do tega aksioma smo prisli na osnovi mehanike, saj
trikotnike definira dinamika; konstruiramo jih tako, da z daljicami, to je s krivuljami
po katerih se gibljejo prosti delci, tri tocke povezemo v lik. V kartezicnih koordi-
natah je simetrijo najlaze zapisati, saj se samo v teh koordinatah enacbe premic
zapisejo tako, da so vse tri koordinate linearne funkcije nekega parametra npr. casa.
Omenjena simetrija evklidskega prostora mora torej pomeniti, da se morajo enacbe
gibanja prostih delcev (ki povedo kako narisemo premice) zapisati enako ne glede na
to, v kateri tocki prostora izberemo zacetek koordinatnega sistema ali v katere smeri
neba orientiramo njegove osi. Se ve¢, v vseh koordinatnih sistemih, ki se med seboj
razlikujejo le po tem, da se med seboj enakomerno gibljejo, morajo imti enacbe za
gibanje prostih delcev enako obliko, saj se enakomerno gibanje vidi tako v vseh koor-
dinatnih sistemih, le hitrost gibanja je glede na razli¢ne inercialne sisteme razli¢na.
Vzemimo dva taka inercialna sistema S in S’. Naj bodo kartezi¢ne koordinate tocke
o v sistemu S {z,y, z}, v koordinatnem sistemu S’ pa {2’,v’, z’}. Skupaj z Galileo
Galilejijem smo pricakovali, da se enacbe gibanja zapisejo enako v S in ', ¢e so
koordinate tocke p v obeh sistemih povezane z Galileijevo transformacijo:

X RHSL’/ + ngy’ + ngz’ + Umt + Zo
y| = | Rua' + Ryny + Rz + vyt + o (B.1)
z Ra12" + Raoy’ + Ras?’ + vt + 2

Pri tem so R;;, (konstantne) komponente ortogonalne matrike, ki zavrti koordinatni
sistem in ima zato lastnost RR = [ - matrika R pomnozena s transponirano matriko

(R) da enotsko matriko (1).

Ce naj vidita opazovalca v sistemu S in v S’ enake enacbe gibanja za prosti delec,
morata biti Lagranzevi funkciji za prosti delec v obeh sistemih enaki ali vsaj ekviva-
lentni. Vstavimo (B.1) v (A.5) in dobimo Lagranzevo funkcijo (kineti¢no energijo v
tem primeru) za delec v sistemu S izrazeno s koordinatami v .S’. Tako dobimo:

o 1 .y s .
L'y, 2y, ) = im(x’2 +yt 20+

+m(v, Rya’ + v, Rioy’ + v, Ri32’ + -+ - + v, Rs32") + §m(vfc + vs +v?)  (B.2)



Na prvi pogled izgleda kot bi se (A.5) in (B.2) razlikovala, pa temu pravzaprav ni
tako. Lagranzeva funkcija (A.5) in (B.2) se razlikujeta za im(vZ + vg + v7) ter za
clene tipa v; R; 2k, pri ¢emer lahko zavzameta indeksa ¢ in £ vrednosti od 1 do 3
in pomeni 1 indeks za spremenljivko z, 2 za y in 3 za z. Prvi ¢len lahko ¢rtamo
iz Lagranzeve funkcije, saj dobimo enacbe gibanja iz Lagranzeve funkcije vedno z
odvajanjem, zato dodatek konstante Lagranzevi funkciji v smislu generatorja enacb
gibanja ne spremeni. Tudi zadnji omenjeni ¢clen lahko izpustimo s pojasnilom, da ne
spremeni enacb gibanja, saj nastopajo v njem komponente hitrosti delca (x}) samo v
prvi potenci; ko v Euler Lagranzevih enacbah po njih odvajamo, ostanejo konstante,
ki izginejo, ko jih odvajamo po casu (glej (A.3)). Torej sta Lagranzevi funkciji (B.2)
in (A.5) vendarle povsem ekvivalentni. Po trditvi iz naloge A.2 pa se zapise tudi
Lagranzevo funkcijo (A.6) v S’ prav tako kot v S, torej

L/ — 1/'1‘./2_'_?;/2_'_’2./2

Naloga B.1: Pokazi, da da L’ iste enacbe gibanja kot L, pri ¢emer je L La-
granzeva funkcija poljubnega mehanskega sistema, ¢e se L in L’ razlikujeta samo za
izraz, ki je totalni (substancialni) odvod funkcije koordinat (7). Opomba: Dokaz
je mogoce najti v ve¢ini knjig iz analiticne mehanike ob diskusiji Hamiltonovega
variacijskega principa.

Pokazali smo, da je v Newtonovi mehaniki Lagranzeva funkcija prostega delca
invariantna glede na Galilejeve transformacije.

Naloga B.2: Pokazi, da velja to tudi za Lagranzevo funkcijo sistema delcev na
katere delujejo samo medsebojne potencialne sile, kar zapiSemo, da je potencial samo
funkcija relativnih koordinat parov delcev V' =3, .. U(|7 — 77)

Galilejeva invariantnost se je zdela ocitna vse do konca prejSanjega stoletja zato,
ker smo ziveli z Evklidsko geometrijo dva tiso¢ let in zato, ker je hitrost svetlobe,
najvecja znana hitrost, tako zelo velika, da ljudem ni padlo na pamet, da ni tako
enostavno sinhronizirati ur v razlicnih inercialnih sistemih na razlicno oddaljenih
tockah. Matematiki kot Gauss, Lobacevski, Bolyai kasneje pa Riemann in Weyl so
se zavedali, da aksiomi evklidske geometrije niso vsi potrebni za matemati¢no kon-
strukcijo konsistentne geometrije. Gauss je menda celo na skrivaj meril vsoto kotov
velikega trikotnika, ki so mu bila oglis¢a trije oznaceni vrhovi gricev, da bi ugotovil,



¢e je njihova vsota res 180°. Ugotovil je, da se merski rezultat ujema z Evklidovo
napovedjo, zato je na koncu verjel, da je evklidska geometrija, Ceprav neobvezna po
matematicnih pravilih, zaradi posebej visoke simetrije izbrana od Narave.

Prvi dvomi v invariantnost naravnih zakonov glede na Galilejeve transformacije
so se zaceli kazati koncem prejsSnjega stoletja, ko je bila na pohodu Maxwellova
elektromagnetna teorija in ko se je pokazalo, da Maxwellove enacbe niso invariantne
glede na Galilejeve transformacije.

Zapisimo Maxwellove enacbe:

_ 1 0E . _ OB
o) V-B=0 d V-E:Eﬁ (B.3)
0

Za nas bolj zanimivo obliko teh enacb dobimo, ¢e vpeljemo vektorski potencial Ain
skalarni potencial ¢ tako, da je:

B=VxA in E:—Vqs—aa—f (B.4)

S tako definicijo potencialov sta enacbi (B.3b) in (B.3c) identi¢no izpolnjeni, enacbi
(B.3a) in (B.3d) pa dasta:

- 1, _0p PA -
Vx(VxA) = —g(vgﬂLﬁﬂ'ﬂoj
in 5
v Yv. 4= L
Ve 0tv £0

—,

Uporabimo $e vektorsko identiteto V x (V x A) = VV - A — V24 in preuredimo
¢lene pa dobimo:

g LA gy 109
V-A T oE woj + V(V A+C2 815)
1 0%¢ p 0 - 109
2 _—_— = —— = — . -
c2 Ot? g Ot (V- A+ c2 815) (B.5)

Konéno opazimo Se tole: ¢e dasta potenciala A in ¢ polji E in g, potem dasta
potenciala:

A = A4+ Vi

9
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W
ot

natancno isti vektorski polji E in B za vsak W, ki je zvezno odvedljiva funkcija 7 in .
Ker sta to edini merljivi koli¢ini, sklepamo, da sta potenciala Ain ¢ nedolocena do
umeritvenega polja ¢. Temu dejstvu pravimo umeritvena invariantnost elektromag-
netne teorije (po anglesko gauge invariance). Umeritvena invariantnost omogoca,
da lahko izberemo polji Ain ¢ tako, da ustrezata Se enemu dodatnemu skalarnemu
pogoju. Zelo ugodno je izbrati pogoj:

¢ = (B.6)

V- A+ == =0 (B.7)

Naloga B.3: Naj bosta A in ¢ vektorski in skalarni potencial , ki dasta elek-
tri¢cno in magnetno polje Ein B pri tem pa naj bo V- A— 612 %‘f = x(7,t). Pokazi, da
je mogoce najti v skladu z (B.6) taki polji A in gb’ da j 1 je za njiju izpolnjena enacba

(B.7) pri tem, da dasta A" in ¢/ originalni polji E in B.

V umeritvi, ki ustreza pogoju (B.7), so enacbe polja res preproste:

S 1024 -
VA - 2or —HoJ (B.8)
1 9%¢ p

Ni tezko pokazati, da so enacbe (B.7) in pogoj (B.6) invariantne glede na uje hitrosti
(oz. ce tisti del Galilejevih transformacij (B.1), ki ne vseb velja v, = v, = v, = 0), Ce
pa transformacija (B.1) vsebuje hitrost, elektromagnetne enacbe niso ve¢ invariantne.
Do tega spoznanja so prisli koncem prejsnjega stoletja in velika uganka je bila kaj gre
narobe. Lorentz in Poincare sta ugotovila, da so elektromagnetne enacbe invariantne
glede na transformacije, ki jih danes imenujemo Lorentzove transformacije, grupo,
ki jo te transformacije tvorijo, pa imenujemo Poincarejevo grupo. Galilejeve trans-
formacije tvorijo Galilejevo grupo, ki ima podgrupe translacijsko grupo {xg, yo, 20},
rotacijsko grupo R in grupo potiskov (po anglesko boost). Poincarejeva grupa ima
prav tako translacijsko podgrupo, rotacijsko podgrupo in podgrupo potiskov, pri
cemer pa je realizacija podgrupe potiskov v Lorentzovih transformacijah drugacna
od tiste v Galilejevi grupi.

10



Preden zapisemo Lorentzove transformacije, je vredno vpeljati notacijo, ki je v
relativnostni teoriji pa tudi na drugih podrocjih teoreti¢ne fizike danes standardna.
Cetverico koordinat "dogodka” o {ct,z, 7, z} bomo oznacevali z {2°, 2!, 2%, 2°} zato,
da lahko splosno oznacimo katerokoli od stirih koordinat s splosnim indeksom npr. u
(Ce je npr. p =0 govorimo o ct ali ¢e je = 2 govorimo o y.). Tako je npr. a% ena
od komponent gradienta funkcije ¢, oziroma ¢e tece p od 0 do 3 pomeni, da imamo
v mislih implicitno kar gradient funkcije ¢ v koordinatni bazi {ct, z,y, z}. Vpeljimo
se matriko Minkowskega s komponentami n* (p in v sta med 0 in 3) tako, da je
N0 =—1, 0" =1 zai=1,2,3, vse ostale komponente pa so enake 0. Matrika 7 je
tako neke vrste ekvivalenta Kronekerjevega 0 (0;z =1 ¢ei=Fkin dy =0¢ei #k) s
tem, da je za razliko od d;;, kjer so vse od nic¢ razlicne komponente enake +1, pri n*”
vrednost komponente n% enaka —1. To matriko vpeljemo na ta nacin zato, da lahko
zapiSemo enacbe tipa (B.8), (B.9), v kompaktni obliki; npr. za (B.9) zapisemo:

3 3 926 p
I I
oxHoxv €0

ali se krajse:

N G = —— (B.10)

V zgornji vrstici smo nakazali dva dogovora; ¢e se grski indeks v produktu ponovi
tako, da nastopa enkrat zgoraj in enkrat spodaj potem nimamo v mislih samo za-
pisanega indeksa npr. z imenom p, ampak smatramo, da gre za tekoci indeks to je
indeks po katerem sestevamo, ko te¢e od 0 do 3. Npr.:

96 96 86 86

99
VE— = V' — 4 VI =+ VP4 VP B.11
oxH cot + ox + dy + 0z ( )
Drugi obic¢ajni dogovor je ta, da oznac¢imo parcialne odvode funkcij po koordinatah
20,23 s
_ 0o ) ,
¢’ﬂ = @ m ¢’ﬂV = 8xﬂaxl’ itd. (312)

Naloga B.4: Izpisi enacbo (B.10) z upostevanjem dogovorov (B.11) in (B.12) in
se prepricaj, da dobis enac¢bo (B.9).

Koncno se vrnemo k transformacijam potiska. Vzemimo najprej Galilejeve trans-
formacije (B.1) in poglejmo v kaj transformirajo enacbo (B.9) oziroma obliko (B.10)
V novi pisavi zapisemo transformacije (B.1) v obliki:

o = R* 2"+ X[ (B.13)

11



Komponente R*, matrike R imajo za Galilejeve transformacije naslednje vrednosti:
R% =1in R% =0 zai=1,23, ker je pa Galileju in po Newtonu ¢as koli¢ina,
ki tece v vseh sistemih z enako hitrostjo. Krajevne komponente matrike R ; R, za
i = 1,2,3 tvorijo rotacijsko matriko iz (B.1) in R’y = v'/c = ' za i = 1,2,3. Za
Galilejeve transformacije se torej matrika R glasi:

1 0 0 0
ﬂx Rxx ny R:cz
ﬂ Yy Ryx Ryy Ry
62 sz Rzy R*

RE = (B.14)

z

z

(Vstavi (B.14) v (B.13) in se prepricaj, da dobis (B.1).) Ce torej upostevamo,
da zapisemo stare koordinate z* z novimi " kot zahteva linearna transformacija
(B.13), vidimo, da se gradient funkcije ¢ v novih koordinatah zapise:

06 06 o 0z
¢au = = = ¢W’ w

ozt ox'v Ozt

(B.15)

Ali z besedami: komponente gradienta v starem koordinatnem sistemu (¢,,) dobimo
iz novih tako, da pomnozimo vrsti¢no matriko novih komponent (¢,y) z matriko M

ki ima komponente:

A
= (B.16)

“ oxH

Napisimo to Se v matricni pisavi:

aw/O am/() am/() awlo
0z0 Ozl Ox2 Ox3
61‘/1 85[7,1 85[7,1 61‘/1
90 Hrl  Hr2 73
(¢70 ) ¢71 ) ¢a2 ) ¢73) = (¢a0’ ) ¢71’ ) ¢a2’ ) ¢73’) gffa gﬁz gﬁz gffa (B17)
0xz0 Ozl Ox2 Ox3
61‘/3 85[7’3 85[7’3 61‘/3
0z0  9x3  Oz2  Ox3

Naloga B.5: Primerjaj zapisa (B.15) in (B.17) in se prepricaj, da dasta isti
rezultat, ¢e spostujemo dogovora (B.11) in (B.12) in seveda pravilo za mnozZenje
matrik. Prepricaj se tudi, da je matrika M inverzna matriki R, to je

R M, = - (B.18)

v

Pri tem je 0%, = 1 ¢e p = v in 0*, = 0 drugace, to je Kronekerjev delta, oziroma
matrika s komponentami 0, je enotska matrika. (Glej (B.13) in (B.15)!)
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V zvezi z uvedbo enotske matrike (s komponentami 6*)) je ugodno vpeljati Se
inverzno matriko k matriki s komponentami n*. Komponente inverzne matrike
oznacimo z 1), in velja:

" = 0, (B.19)

Seveda ima matrika n*” natanko take vrednosti komponent kot 7,,. Vpeljati jo
moramo zaradi reda pri sumacijskem dogovoru, ki zahteva, da sestevamo vedno samo
po paru indeksov od katerih je eden vedno spodaj, drugi pa zgoraj.

Zapisimo matriko drugih odvodov ¢,,, v novi koordinatni bazi (*'):

0 o 09 ox* 0" Ox'° 02"
O = On) = oo o) = 0 G o T O ppar

(B.20)

Drugi ¢len v zadnji enakosti je ni¢, ker je transformacija (B.13) linearna, zato bo
bralec, ki je s pomocjo nalog obvladal indeksno pisavo, uvidel, da je pogoj za nespre-
menljivost oblike enacbh tipa (B.8), (B.9) ta, da da produkt matrike odvodov (M) z
matriko Minkowskega (1) in ponovno s transponirano matriko odvodov (M) nazaj
matriko Minkovskega () ali v indeksni pisavi:

oz _0z"

o o B.21
n o e (B.21)

Ce upostevamo rezultat naloge B.5 pomnozimo levo stran enacbe (B.21) z R*,R7, in
dobimo tudi:
RERT, = 0" (B.22)

Izpisimo produkt Rnf{ za Galilejev potisk:

1 000 -1 0 0 0 1 B By B
G, 1 0 0 0 100 01 0 O B
By, 01 0 0 010 0 0 1 O B
6. 0 0 1 0 001 0 0 0 1
—1 _ﬁx _ﬁy _ﬁz
— _ﬁx 1- ﬁxﬁx _ﬁxﬁy _ﬁxﬁz (B 23)

_ﬂy _ﬁyﬂm 1- ﬁyﬂy _ﬂyﬂz
_62 _62693 _62631 1- ﬂzﬂz

Odtod je razvidno, da Galilejeva transformacija potiska spremeni obliko valovne
enache, ¢e se preselimo v koordinatni sistem S’. Povedali pa smo Ze, da so enacbe
tipa (B.10) invariantne glede na translacije in rotacije tako kot pri Galileju.

13



Poiskati ho¢emo transformacijo potiska, ki ohranja (B.10) oziroma zadosca (B.21).
Ce gre za potisk v smeri osi = uganemo, da ima ustrezna matrika obliko podobno
Galilejevi s tem, da moramo dopustiti splosne vrednosti samo za elemente MY, MY, M° in MY,
ostale diagonalne komponente imajo vrednost 1, izvendiagonalne pa vrednost 0.
Enacbe (B.21) se v tem primeru reducirajo na tri pogoje med Stirimi netrivialnimi el-
ementi matrike M. Z nekoliko ve¢ truda pa je mogoce priti do Lorentzovega potiska,
ki zadosca enacbi (B.21) in sicer dobimo:

gl ¥z VBy V0:
Rp — |70 1+ 0B/ (v 1) BB/ (v 1) V2BeB/ (v + 1)
By ”YZByﬂw/(”Y +1) 1 + ”YZByﬁy/(’V +1) ’726y6z/(’7 +1)
8. PB.Bu/(y+ 1) VBB /(v +1) 1+ ?8.68./(v+ 1)
(B.24)
Zaradi krajse pisave smo v skladu z ustaljeno prakso definirali
v = 1 (B.25)

Jiop

[ pa je seveda absolutna vrednost vektorja ﬁ (obi¢ajnega vektorja v treh dimenzijah):
Gr + B + 2.

Naloga B.6: Zapisi (B.21) v matriéni pisavi in pokazi z mnozenjem matrik, da
velja R¥'PpRY = 7. Pokazi tudi, da je inverzna matrika matrike R matrika, ki jo
dobimo iz R tako, da vektorju 3 spremenimo znak.

Naloga B.7: Pokazi, da je tudi izraz:
ds® = ndtd” (B.26)

invarianten glede na Lorentzove transformacije.

Matrika RYP, ki ustreza Lorentzovemu potisku, izgleda na prvi pogled precej
drugace od ustrezne matrike za Galilejev potisk (prva matrika v (B.23)). V resnici
pa je razlika zelo majhna, ¢e upostevamo, da so relativne hitrosti s katerimi imamo
opravka v vsakdanjem zivljenju mnogo, mnogo manjse od hitrosti svetlobe; npr.
hitrost reaktivnega letala je okrog 300m /s, kar pomeni, da je vrednost 3 samo 107°.
Faktor «y je tedaj za vse prakti¢ne potrebe enak 1, produkti 3;3; pa so tako majhni, da
jih v primerjavi z 1 lahko brez skrbi zanemarimo. Edina razlika, ki Se ostane je v tem,
da predstavlja Galilejev potisk nesimetricna matrika, medtem ko imamo za Lorentzov
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potisk simetri¢no matriko. Lorentz pravi, za razliko od Galileja , da se spremeni tudi
casovna komponenta, ¢e se preselimo v gibajo¢i koordinatni sistem. Ta lastnost
Lorentzove transformacije je bila dolgo huda miselna ovira, ki jo je preskocil Sele
Einstein s svojo specialno teorijo relativnosti. Tudi ta zadnja razlika med Galilejem
in Lorentzom je v normalnih pogojih komaj merljiva zato, ker je nasa enota za cas
sekunda, ki da pomnozena svetlobno hitrostjo razdaljo 300.000 km, kar je za naSe
pojme skoraj neznansko velika razdalja.

Na koncu prejsnjega stoletja je bilo torej znano, da je Maxwellova elektromag-
netna teorija invariantna glede na Lorentzove transformacije in zdelo se je, da je
mehanika invariantna glede na Galilejeve transformacije. Fiziki so se v glavnem
zavedali, da invariantnost teorije glede na transformacijsko grupo odraza simetrije
prostora, zato se je zdelo nevzdrzno, da bi narava razlikovala simetrijo prostora glede
na elektromagnetizem in glede na mehaniko. Ena invariantnost je verjetno prava,
druga pa samo priblizna, saj se v limiti majhnih hitrosti kazeta obe na enak nacin.
Vecini fizikov se je zdela Galilejeva invariantnost bolj naravna, zato so, da bi zdruzili
obe teoriji, privzeli, da obstaja univerzalno sredstvo, rekli so mu eter, ki doloc¢a fun-
damentalni inercialni sistem glede na katerega se zapisejo Maxwellove enacbe tako
kot v (B.3). Michelsonov poskus, ki je dokazal, da Zemlja gotovo miruje glede na
eter, ¢e obstaja, je bil zato presenecenje, saj se Zemlja giblje glede na bliznje zvezde
z razmeroma veliko hitrostjo 30 km/s. Konéno je Einstein v svoji specialni teoriji
relativnosti pokazal, da je veliko lepse, ¢e privzamemo, da so Lorentzove transforma-
cije tiste, ki odrazajo simetrije prostora, Galilejeve transformacije pa so samo njihov
dober priblizek v limiti, ko so hitrosti veliko manjse od svetlobne.

3 Specialna relativnost

Specialna relativnost nadomesti Newtonovo dinamiko takrat, kadar imamo opravka
z delci, ki se gibljejo s hitrostmi primerljivimi s svetlobno. Zgrajena je bila na osnovi
podmene, da mora biti dinamika invariantna glede na Lorentzove transformacije.
Enacbe gibanja za prosti delec je tudi v tej teoriji mogoce izpeljati iz variacijskega
principa s tem, da mora biti akcija, oziroma Lagranzeva funkcija invariantna glede
na Lorentzove transformacije. Seveda pricakujemo, da bo pri majhnih hitrostih La-
granzeva funkcija zelo podobna tisti v Newtonovi mehaniki.

Videli smo, da lahko v Newtonovi dinamiki zapiSemo akcijo prostega delca na
mnogo med seboj ekvivalentnih nacinov. Ena najzanimivejsih oblik je tista zapisana
v (A.6). V njej nastopa ¢as eksplicitno kot parameter; namesto njega bi lahko vpeljali
katerikoli drugi parameter, recimo mu npr. o, ki narasca vzdolz orbite, saj lahko

15



(A.6) zapisemo tudi v obliki:

Rz ﬁ2
Svr = | Vdz? + dy? +d2? = AV Opdaidat i,k=1,2,3 (C.1)
Ry

Ry

Akcija v tej obliki najbolj nedvoumno izraza dejstvo, da so enacbe gibanja stvar
geometrije prostora, v katerem se telo giblje. V tej obliki je tudi oc¢itno, da se oblika
akcije ne spremeni, ¢e se preselimo v drug inercialni sistem z Galilejevo transformacijo
(B.1), Lorentzove transformacije pa seveda spremene akcijo (A.6). Ce pogledamo
(C.1), (B.21) in (B.26), hitro uganemo kaksna mora biti akcija, da bo invariantna
glede na Lorentzove transformacije:

y
S :/ VN dztdz”

Orbita prostega delca, to je resitev enach gibanja za prosti delec, so njegove koordi-
nate kot funkcija poljubnega parametra, recimo mu o (z*(0)). Zato lahko zapisemo
dxt = %da, tako da je akcija:

dxt dxv
Py 2
77u dO' dO' o (C )
Enacbe gibanja so ekvivalentne (A.3), oziroma v nasi novi pisavi:
d OL OL
=0 (C.3)

4o 9%~ Dar

V Lagranzevi funkciji iz (C.2) koordinate (z*) ne nastopajo eksplicitno (OL/dx* =
0), zato so ustrezni impulzi konstante gibanja. Enacbe gibanja (C.3) za L iz (C.2)
se zato reducirajo na:

oL 1 dz
Ty = @ = _er]uy% = konst (C4)
Ocitno je 2t = % = —ILn*m,, zato je:
L = —n,i"i" = —L*n"m,m, (C.5)
Odtod sledi
nrm,=—-1 ali =0 ¢ L =0 (C.6)
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Enac¢be gibanja nam puste popolno svobodo pri izbiri funkcijske odvisnosti L(o), v
vsakem primeru so njihove resitve premo enakomerno gibanje:
; dx’ dzt  dx® L, ;

VT %at T 4o de T _CLﬂ'Q - _C7r_0 (G.7)

L v stevcu se je pokrajsal z L v imenovalcu! (Utemelji znak ”-” za zadnjim enacajem!).
Zato je vsekakor pametno izbrati L kot konstanto. Resitve enach gibanja (C.7) so
v specialni relativnosti skoraj identicne tistim v Newtonovi mehaniki, vendar z eno
pomembno omejitvijo - zaradi (C.6) ne more biti nobena hitrost vecja od svetlobne.
Ce imamo opravka samo z vsakdanjimi hitrostmi, te omejitve gotovo ne bomo opazili.
Dinamika prostega delca, ki smo jo obravnavali do sedaj, je bila zanimiva zato, ker
nam je razkrila simetrije prostora - v svetu zelo majhnih hitrosti je to invariantnost
glede na Galilejeve transformacije, v svetu tudi velikih hitrosti pa je to Poincar-
ejeva invariantnost (invariantnost glede na Lorentzove transformacije). Seveda pa
obstajajo v naravi sile, saj vsi delci niso prosti. Tudi v relativisticni mehaniki se
delec, na katerega deluje sila, giblje pospeseno. Sile zlomijo simetrijo Lagranzeve
funkcije prostega delca - Lagranzeva funkcija ni ve¢ invariantna glede na transforma-
cije L' = f(L) (Glej nalogo A.2). Izraz za gibalno koli¢ino 7, = dL/0%* namre¢ po
transformaciji L' = f(L) v splosnem spremeni funkcionalno obliko, $e posebej mul-
tiplikacijsko konstanto, ki v primeru prostega delca, ko ni sil ne spremeni gibalnih
enach. (Ce zapisemo gibalno enecébo v obliki (A.1), oziroma %f = F, vidimo da lahko
mnozimo p's poljubno konstanto, ¢e ni sile.) Relativisti¢ni izraz za gibalno koli¢ino
lahko dobimo po naslednjem premisleku:
i) v limiti, ko gre hitrost proti ni¢ se mora zapisati zveza med silo in pospeskom
natanko tako kot v (A.1), saj se Galilejeva in Poincarejeva invariantnost razlikujeta
samo za hitrosti, ki so primerljive s svetlobno.
ii) tudi v relativnosti velja zakon o vzajemnem uéinku (¢e sodelujeta v trku delca
71”7 in ”2” in ¢e deluje delec ”1” na delec 72" s silo FJ;, potem deluje delec ”2” na
delec 717 s silo F3;, ki je nasprotno enaka sili Fly; torej Fiy, = —F3)), zato se mora
ohranjati skupna gibalna koli¢ina sistema delcev, ki lahko med seboj trkajo, od zunaj
pa na njih ne delujejo sile. !

1Zakaj se zahteva po ohranitvi celotne gibalne koli¢ine izoliranega sistema izraza tudi v spe-

cialni relativnosti si lahko predstavljamo tudi takole: Pricakujemo, da je mogoce opisati sis-
tem N interagirajoc¢ih delcev z Lagranzevo funkcijo, ki je funkcija koordinat in hitrosti vseh
delcev (L = L(:z:é‘l),xé)...xé)...xﬁm,ié),:i:é‘Q)...:z':é)...:irétN))). Enacbe gibanja za ta sistem delcev
(i=1,2,... ,N)so:

d 0L oL

——aaE T a.E T

dr B:C(i) ('“)x(i)
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Iz teh dveh zahtev je mogoce izpeljati, da se morajo komponente gibalne koli¢ine
delca v specialni relativnosti zapisati kot komponente vektorja, ki ima v sistemu,
glede na katerega delec miruje, komponente py = —mc in p, = p, = p, = 0. Po
drugi strani pa mora biti vektor gibalne koli¢ine sorazmeren vektorju m, iz enacbe
(C.4), torej mora biti:

Py = M’ pri tem je Nuiti’ = —c? (C.8)

Komponente vektorja p so torej odvisne od tega v katerem koordinatnem sistemu
vektor opazujemo. Ce delec miruje v sistemu S’, potem je glede na ta sistem &' = 0
in 20 = % = dcgo = c. (Pri tem smo izbrali za parameter o (glej (C.2) in (C.3))
tako, da je za L iz (C.3) L? = ¢?.) Parameter o smo o¢itno izbrali tako, da raste z
enako hitrostjo kot cas v sistemu glede na katerega delec miruje, zato imenujemo tako
parametriziran o lastni ¢as in ga od tu naprej temu primerno oznac¢imo s 7. Vektor
gibalne koli¢ine v lastnem sistemu o¢itno ustreza tocki i) zgoraj. Komponente vek-
torja gibalne koli¢ine glede na sistem S, ki je povezan s sistemom S’ s transformacijo
(B.13), pa dobimo takole:

v
az¥ .\

pu = mn,u,l/j:y = mnuywi = 'fh“, V)\'f])\op/a (Cg)

Ker delci sodelujejo samo med sabo (sistem je izoliran), mora biti Lagranzeva funkcija tega sis-
tema invariantna glede na translacije celotnega sistema v prostoru, torej L(:v’(‘l) + XH.. x? N T

X”,...dcf,...):L(xfbl)...;v’(‘N),...:bf,...),oziroma:
YoL
— ('“)xz’i)

Ce uporabimo enacbe gibanja pa lahko zapisemo Se:

N

d oL
a2 0
= 9T
Oziroma, komponente vektorja:
N
po_ oL
n = FrVN
i=1 8“ﬁc(i)

so konstante gibanja. Ce vzamemo, da je bil sistem v preteklosti razprsen in se bo v prihodnosti tudi
razprsil, so bile v preteklosti in bodo v prihodnosti sile med delci zanemarljive. Tedaj je Lagranzeva
funkcija sistema vsota Lagranzevih funkcij posameznih delcev, gibalna koli¢ina pa je zato vsota
gibalnih koli¢in vseh komponent. Normalizacija Lagranzeve funkcije, ki diktira sorazmernostni
faktor med gibalno koli¢ino in hitrostjo, pa je doloCena z nerelativisti¢no limito. V poglavju o
napetostnem tenzorju idealnega plina se bo bralec lahko preprical, da normalizacija (C.8) za gibalno
koli¢ino pelje do avtomati¢ne ohranitve mase-energije.
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Ce je transformacijska matrika R (glej (B.13)) podana s potiskom (B.24), izrazimo
komponente gibalne koli¢ine v obliki:

Po —mey
y41 — mug”y (C 10)
b2 MUy
D3 muv;y

Za fotone, ki se gibljejo s svetlobno hitrostjo je gibalna koli¢ina:

—F'/c
_ | (E o),
b, = (E'/e)n, (C.11)

(E"/c)n'

z

Pri tem tvorijo n,, n;, in n komponente trirazseznega enotskega vektorja 7', ki kaze
v smer razsirjanja svetlobe, £’ pa je energija fotona glede na inercialni sistem (recimo
S’) v katerem so zapisane komponente njegove gibalne koli¢ine.

Lagranzeva funkcija za prosti delec, ki da pravilen izraz za gibalno koli¢ino tudi
do sorazmernostne konstante je tako npr.:

L = §mnw,js”js”

1 :
= §m[—c2t2 + 37 + 9° + 27 (C.12)

V limiti majhnih hitrosti, ko je lastni ¢as delca (7) kar enak koordinatnemu casu,
jet = 1in gornja Lagranzeva funkcija je do konstante, ki ne vpliva na enacbe gibanja,
enaka nerelativisticni (A.5).

Naloga C.1: Pokazi, da je Lagranzeva funkcija

L = —mey/—narav (C.13)

ekvivalentna (C.12), ker da enake komponente gibalne koli¢ine.

Naloga C.2: Izracunaj komponente vektorja gibalne koli¢ine fotona glede na
inercialni sistem S’. Koliksna je energija fotona (F) glede na sistem S (Dopplerjev
pojav) in v katero smer kaze enotski vektor n (aberacija svetlobe).

Naloga C.3: Comptonsko sipanje: Foton se siplje na mirujo¢em elektronu tako,
da se giblje sipani foton pod kotom 6’ glede na vpadnega. UposStevaj ohranitev vsote
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gibalnih koli¢in elektrona in fotona in izracunaj energijo sipanega fotona, kineti¢no
energijo elektrona po sipanju in smer v katero se elektron odrine po sipanju (kot ).

Naloga C.4: Jedro U?*® je radioaktivno; razpade z razpadom o v Th?*. Pri
razpadu se sprosti 4.17MeV energije. Naj jedro U%*® pred razpadom miruje. Ko-
liksna je po razpadu kineticna energija jedra Th?** in kolikéna je kineticna energija
delca a7

4 Sile

V prejsnjem poglavju smo se izognili iz¢érpnejsi razpravi o silah v okviru spe-
cialne teorije relativnosti. Razlog pa je ta, da so sile Se posebej pa polja sil, kot
npr. elektricno in magnetno polje ali kaksna druga potencialna polja v specialni
relativnosti bolj komplicirana kot v nerelativisticni fiziki zato, ker mora potencialno
polje zadoscati dodatnemu pogoju, ki ga v nerelativisti¢ni fiziki ni.

V specialni relativnosti je postal cas fizikalna kolic¢ina, katere vrednost za dolocen
dogodek je odvisna od tega v katerem inercialnem sistemu ga merimo. Vendar je
mozno na enolicen nac¢in urediti vse dogodke v prostoru na mnozico dogodkov v
preteklosti, sedanjosti in prihodnosti izbranega dogodka. Naj bo izbrani dogodek .
Dogodek ¢’ je v njegovi prihodnosti (preteklosti), ¢e lahko najdemo tak Lorentzov
potisk, da imata dogodka p in @’ v novem inercialnem sistemu iste krajevne koor-
diante 2" (zai =1, 2, 3) in je 2°[p] > 2°[¢] (z”°[p] < 2"°[¢/]). Dogodka p in @ pa
sta v sedanjosti drug glede na drugega, ¢e je mogoce najti tak Lorentzov potisk, da
sta v novem inercialnem sistemu ¢asovni koordinati za oba dogodka enaki. (Pokazi,
da se pripadnost prihodnosti in sedanjosti izklju¢ujeta.) Na meji med prihodnostjo
in sedanjostjo je trirazsezna mnogoterost, ki jo imenujemo prihodnji svetlobni stozec
dogodka p, na meji med preteklostjo in sedanjostjo pa je pretekli svetlobni stozec
dogodka p. (Glej sliko 1)

Naloga D.1: Dogodka g in ¢’ imata v sistemu S koordinate ct, x, v, z in ct, &, 7, 2.
V koordinatnem sistemu S’ so koordinate teh dveh dogodkov ¢t/, 2, v/, 2/ in ct', &',
Naj bosta S in S’ povezana z Lorentzovim potiskom (B.24) in naj bo:

a) A(t—1)2—(x—2)>—(y—9)*— (z—%)* > 0. Poisci komponente tistega Lorent-
zovega potiska, ki transformira koordinate tako, da je 2’ = &/, ¢ = ¢/ in 2/ = Z/.
Izrazi t' — t' s koordinatami dogodkov @ in ¢’ v sistemu S.

b) At —1)?—(x—2)2—(y—9)? — (2 — 2)? < 0. Poiséi komponente tistega Lorent-
zovega potiska, ki potisne opazovalca v koordinatni sistem S’ tako, da je za dogodka
pin o' t' =1t lzrazi oddaljenost dogodkov Al = /(z/ — 2")2 + (v — )2 + (¢ — /)2
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Slika 1:

s koordinatami obeh dogodkov v sistemu S.
Komentiraj dobljene rezultate!

Komplikacija, ki jo pripelje specialna relativnost v pojem sile je v tem, da je sila
vzrok za merljivo spremembo - spremembo gibalne koli¢ine. Ce povzrodi silo telo
71”7 na telo 72”7, je vzrok pri telesu 71”7, posledica pa je zaznavna pri telesu 72”.
Ce bi bila vzrok in posledica (izvor sile in sprememba gibalne koli¢ine) na relaciji
sedanjost, bi lahko po povedanem vedno nasli inercialni sistem v katerem bi bilo
videti, da se je telo ”2” odzvalo na silo telesa ”1” takoj. Se veé, lahko bi celo nagli
inercialni sistem v katerem bi bila posledica po casu pred vzrokom. Za ilustracijo
si lahko zamislimo tak poskus: Na razdalji » imamo na vzmeteh dva naboja, ki se
privlacita. Ce premaknemo prvi naboj, se je spremenilo polje okrog drugega naboja -
spremenila se je sila na drugi naboj, kar zaznamo na ustrezni vzmeti. Ce bi bil vzrok
za spremembo sile, to je premik prvega naboja, v sedanjosti posledici, to je premiku
drugega naboja, bi lahko v nekaterih inercialnih sistemih opazili, da se drugi naboj
sam od sebe premakne prej, preden smo prvega sunili. Takih pojavov v naravi ne
opazimo, zato moramo sklepati, da lezi posledica vedno v prihodnosti vzroka. Odtod
sledi, da morejo prenasati sile samo polja, ki se razsirjajo s hitrostjo manjso ali enako
svetlobni.
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Poglejmo kako je sila na delec realizirana v klasi¢ni elektromagnetni teoriji! Kra-
jevne komponente sile dobimo iz Lorentzovega izraza:

—

F = ¢E + et x B (D.1)

Ker je Lorentzova invariantnost elektromagnetne teorije bolje razvidna iz formu-
lacije EM teorije z vektorskim in skalarnim potencialom, je vredno zapisati sﬂo S
potencialoma A in ¢ kot sta bila definirana v (B.4). Najprej zapisimo ¢/ X B po
komponentah:

5 UyAymc _UyAacay _UzAmaz _'_UzAz;m .

Fx B = |0.AL, 0.4, Ay +0, A0, | = V(@-A) — (0-V)A (D.2)
U:(:Axaz _'UxAzax _UyAZay ‘l"UyAyaz

Resni¢nost zadnjega enacaja spoznamo na primer na komponenti x gornjega pro-
dukta, ki ga preuredimo v:

UyAymc _UyAacay _UzAacaz _'_UzAz;m = UyAymc +UzAzm _'_UmAacam _UyAmay _UzAmaz _UmAacam

0
= A A,
(5 Ay~ (@-V)
Tako lahko elektromagnetno silo zapiSemo v obliki:
g 814‘ — —,
F = e]-V ~ o — (- V)A+ V(U A)
ali
- dA
F o= e[V A-9)- ai ) (D.3)
(Spomnimo se, da je Cﬁz gﬁ dj; 6‘4 = (v- V)A+ 84 .) Kako posplositi ta izraz, da bo

zapisan v obliki, ki odraza 4- razseznost specialne relatlvnosti? Najprej poglejmo izraz
et A— e, ki nastopa v okroglem oklepaju v (D.3). Komponente vektorja @ (dz'/dt)
so v limiti majhnih hitrosti enake komponentam ¢, to je krajevnim komponentam
cetverca hitrosti, vektorja, ki da pomnozen z maso, gibalno koli¢ino (glej (C.9)).
V pisavi specialne relativnosti zapisemo produkt o - A kot N’ A* pri Gemer tece
seStevanje po ¢ in k samo od 1 do 3. Celoten okrogli oklepaj pa lahko zapiSemo
v limiti majhnih hitrosti kot 7, " A", kjer teceta p in v od 0 do 3, ¢e vpeljemo
Ay = —¢/c in upostevamo, da je za majhne hitrosti dz®/dt = c. Smiselnost take
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identifikacije se pokaze Se naprej, ko ugotovimo, da se umeritveni pogoj (B.7) z njo
zapise v obliki:
- 109
V- A+—=— = pg"A,, =0 D4
+ c? ot T (D-4)

Umeritvene transformacije (B.6) se zapisejo v gradientni obliki:
A, = A+, (D.5)

Enacbe (B.5) pa sugerirajo zapis:

92 A 92 A ,
n“”( A u) = i (D.6)

drtdz” Oz dxv
oziroma:
i AN 4
Orhor —HoJx )
¢e je izpolnjen umeritveni pOgoj (D.4). Zgoraj so krajevne komponente gostote toka
j¢ kar komponente vektorja j, ¢asovna komponenta j° pa mora biti enaka:

(D.7)

jo = ——t— = —pe (D-8)
EofhoC

(Spomnimo se, da je gopo = =5!)

Naloga D.2: Pokazi, da so enacbe (D.6) invariantne glede na umeritvene trans-
formacije (D.5)!

Naloga D.3: Pokazi, da je po (D.6) divergenca gostote elektricnega toka identi¢no

enaka nic:
nwj.j,uw =0. (Dg)

Zapisi to enacbo v pisavi 3+1 (krajevne komponente+¢asovna komponenta) z upostevanjem
(D.8) in pokazi, da je to kontinuitetna enacba, ki zagotavlja ohranitev naboja.

Se ena identifikacija je mozna; delcu z nabojem e, ki se giblje po trajektoriji
rt = &¥(7) s hitrostjo ¥ (v' = d&'/dr) pripisemo v klasicni elektrodinamiki tok
I = ev. Po gornjem zgledu bomo torej pripisali v relativnosti gibajocemu se delcu

tok s komponentami:
I, = enua” (D.10)
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gostoto tega toka pa lahko formalno zapisemo v obliki:

ju(x’\) = 6/00 nuyf”54(xA - 5’\(7'))cd7' (D.11)

— o0

Naloga D.4: V sistemu, kjer delec miruje, je £°(7) = crin &(7) = konstantno.
Zapisi gostoto toka (D.11) in se prepricaj, da je to, kar si navajen.

Naloga D.5: Formalno izrazi divergenco gostote toka (D.11) in pokazi, da je
identicno enaka ni¢. Prepricaj se, da velja enako velja za gostoto masnega toka:

]/Sm — m/ Wf”54 f’\(T))ch, (D.12)
¢e je m ohranjena masa tockastega delca. (Namig: fv 2 5 = %.)

Po gornjih identifikacijah uganemo kako je treba zapisati silo na delec v elektro-
magnetnem polju v specialni relativnosti:

0A dA d 0
F, = e ax: it — et % - (i Ay) (D.13)
To silo res prenasa polje, ki se razsirja s svetlobno hitrostjo, saj zadosc¢ajo vse kom-
ponente vektorja A, valovni enacbi (D.6).
Iz zadnjega izraza ni tezko uganiti kaksen naj bo aditivni prispevek k Lagranzevi
funkciji prostega delca (C.12), da bodo Euler Lagranzeve enacbe vsebovale tudi elek-
tromagnetno silo:

1
L = imnu,,:b”:i:” +eit'A, (D.14)
Sila (D.13) ima nadvse pomembno lastnost in sicer velja:
0A dA
" . TP A o T
'k, = et o =0 (D.15)

Resnicnost zadnje enakosti spoznamo, ko uvidimo, da je vektorski potencial le im-
plicitno odvisen od lastnega casa 7 in je zato:
dA, OA,, dz*

= = Ay, 3t (D.16)

Iz (D.15) sledi, da je izraz 1), @"2" konstanta gibanja, kar pomeni, da meri lastni ¢as
razdaljo med dogodki neodvisno od prisotnosti elektromagnetnega polja. Sklepamo
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naprej: ker je prvi del Lagranzeve funkcije (D.14) o¢itno invarianten glede na Lorent-
zove potiske, mora biti tudi drugi del ## A, (2*). To je tudi res, ¢e se cetverec hitrosti
enako transformira kot cetverec vektorskega potenciala in je ## A, neke vrste skalarni
produkt dveh vektorjev, ki se podobno kot v treh dimenzijah izraza s produktom
dolzin vektorjev in kosinusom vmesnega kota, kar ni prav ni¢ odvisno od koordinat.
Kako se morajo spremeniti komponente vektorskega potenciala pri prehodu med ko-
ordinatnimi sistemi dolo¢ajo enacbe (D.6) in (D.10). Ce v vsem prostoru ni tokov,
so enache (D.6) gotovo invariantne glede na vse Lorentzove transformacije, saj smo
poiskali te transformacije kot tiste, ki ohranjajo obliko prav tovrstnih enacb. Na
desni strani v izvorih enacb (D.6) pa stojijo komponente toka. Po (D.10) pa se kom-
ponente toka pri prehodu iz koordinatnega sistema S v S’ transformirajo ravno tako
z Lorentzovo matriko, kot smo videli npr. v (C.9). Zato se morajo tudi komponente
vektorskega potenciala transformirati na enak nacin, to je:

Au(p) = nuwRH\AL(p) = RIAL(p) (D.17)

Tehni¢na podrobnost: Pogosto se pojavljajo izrazi oblike 7,5, zato je v
veljavi dogovor, ki ga opravicuje (B.21), da z 7, in z " spuséamo in dvigujemo
indekse v skladu s pravilom:

NS V=877 m S, ... =8.". (D.18)

To pravilo sem uporabil v (D.17).

Ce naj bo Narava enotna, pricakujemo enakost relacij med vsemi naravnimi silami
v vseh inercialnih sistemih. Zato zahtevamo od modelov za katerokoli silo narave
invariantnost glede na lokalne Lorentzove transformacije.

Oborozeni s primerom elektromagnetne sile se lahko vprasamo, kako zapisati silo
na delec v gravitacijskem polju. Pricakujemo, da bi lahko tudi za delec v gravitaci-
jskem polju napisali Lagranzevo funkcijo sestavljeno iz kineticnega dela (C.12) in
potencialnega dela, invariantnega glede na lokalne Lorentzove transformacije. Na-
jbolj preprosta Lagranzeva funkcija te vrste bi imela lahko morda, po analogiji z
Newtonovo gravitacijo, obliko:

1
L = §mmw,x'“x'” — my®(z) (D.19)

Pri tem smo vpeljali dve masi m; in m,, pri ¢emer je m; tista masa, ki nastopa
kot sorazmernostni faktor med silo in pospeskom, m, pa tista masa, ki nastopa v
Newtonovem gravitacijskem zakonu kot "masni naboj”. Enacbe gibanja, ki sledijo
iz. take Lagranzeve funkcije so po (C.3):

d*a” OP

N Mi——

de = —mg% (D20>
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Ce pomnozimo gornje enacbe z &* in sestejemo po p (dogovor o sestevanju), dobimo:

d*z” my d s o dP
dT2 x:u — ! (nuyl’“x) — —mg—[lj‘“ = —ng (D21>

Odtod pa je razvidno, da je za Lagranzevo funkcijo (D.19) izraz H = %, 2"1" +
my® konstanta gibanja. Na prvi pogled se zdi taka konstanta gibanja smiselna, saj
izgleda identic¢na s konstantnostjo vsote kineti¢ne in potencialne energije v gravitaci-
jskem polju s potencialom ¢. Po globljem premisleku pa pridemo do naslednjega
problema. Izraz 7,,4"%" je Lorentzovo invarianten in ima vrednost —c?, torej ni
kineti¢na energija. Ce naj bo izraz H konstanta gibanja, se mora spreminjati masa
mg vzdolz poti delca, ko se le-ta giblje skozi prostor v moénejsem ali SibkejSem grav-
itacijskem potencialu ®. Torej bi moral imeti delec v moénem gravitacijskem polju
efektivno manjso gravitacijsko maso kot isti delec izven polja. Tudi to je videti
smiselno. Do problema pa pridemo, ko sezemo Se malo naprej. Kljucni poskus,
ki ga je najprej naredil madzarski fizik baron Eotvos, ponovila in pomembno sta
izboljsala njegovo natancnost Se Dicke in nazadnje Braginsky je namre¢ pokazal,
da sta gravitacijska in inercialna masa (m, in m;) za vse snovi v enakem razmerju;
ker je interakcija gravitacijskih mas opisana Se sorazmernostnim koeficientom - grav-
itacijsko konstanto, smemo reci, da sta gravitacijska in vztrajnostna masa enaki. V
skladu s tem poskusom moramo v Newtonovem priblizku pisati ® ~ —G™, pri cemer
je m vedno ista masa ne glede na to ali se m nahaja v kakSnem zunanjem polju ali
ne. Tega pa nam gornji nastavek ne daje. Zato moramo sklepati, da Lagranzeva
funkcija (D.19) ne da konsistentnih gibalnih enacb za delec v gravitacijskem polju.
Sklepamo, da skalarni potencial ® ni dovolj za opis gravitacijskega polja.

Ali je treba gravitacijsko polje opisati z vektorskim potencialom? Najpreprostejso
obliko Lagranzeve funkcije za delec, ki se giblje v potencialu vektorskega polja, smo
ze izkoristili v (D.14) pri elektromagneni teoriji. Pokazati se da (vendar to nikakor
ni enostavno), da pripeljejo vse Lagranzeve funkcije, ki bi jih konstruirali na osnovi
privzetka, da opisemo silo z vektorskim poljem in so seveda invariantni glede na
lokalne Lorentzove transformacije, do sil, ki so povsem ekvivalentne elektromagnet-
nim silam. Gravitacijska sila pa je vendarle drugacna. Zato je smiselno poskusiti
s privzetkom, da ima gravitacijsko polje tenzorski znacaj - gravitacijske potenciale
razvrstimo v komponente simetricnega tenzorja h,,. Po elektromagnetnem vzgledu
poskusimo z nastavkom:

minuw

L = %nwj:%w%hwzw (D.22)

Upostevali smo rezultat principa ekvivalence in smo ”"masni naboj”v drugem c¢lenu
(pri hy,) izenacili z vztrajnostno maso m, ki nastopa pri ”kineticnem”¢lenu. Gornji
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izraz je invarianten glede na lokalne Lorentzove transformacije, ¢e se komponente
tenzorja h,, pri prehodu v inercialni sistem transformirajo v:

h(9) = RR,H,(0) (D.23)

Matematik bi rekel, da je gornji izraz invarianten glede na lokalne Lorentzove trans-
formacije, ¢e se komponente h,, obnaSajo kot komponente tenzorja v vektorskem
prostoru z metriko, ki jo je mogoce napisati v komponentah z 7, .

Naloga D.6: Primerjaj gornje transformacijsko pravilo s (D.17) in pokazi, da je
Lagranzeva funkcija (D.22) invariantna glede na lokalne Lorentzove transformacije!

Enac¢be gibanja dobimo zopet tako, da vstavimo Lagranzevo funkcijo (D.22) v
(C.3). Rezultat je:

MM + My )i+ mhy 378 — %mf%,“ 7 = 0 (D.24)
7 malo aritmetike in potrpljenja je mogoce pokazati, da je glede na enacbe gibanja
(D.24) Lagranzeva funkcija (D.22) konstanta gibanja. Torej je po izreku iz naloge
A.2 poljubna funkcija Lagranzeve funkcije (D.22) ekvivalentna (D.22). V splosni
relativnosti se ponavadi uporablja obliko . — +/—2mL in Lagranzevo funkcijo za
delec v gravitacijskem polju zapisemo v obliki:

L7 = i) (i + hy )i (D.25)

Naloga D.7: Preveri, da je (D.24) res enacba gibanja za Lagranzevo funkcijo
(D.22) in pokazi, da se vrednost Lagranzeve funkcije ohranja vzdolz poti delca
(izracunaj dL/d7r in namesto &* vstavi pospesek izracunan po (D.24)).

Zanimivost Lagranzeve funkcije za delec v gravitacijskem polju v obliki (D.25) je
v tem, da se zapiSe ustrezna akcija kot:

S/m = / \/—(nw + hy,)dardz” (D.26)

To akcijo lahko razumemo kot neke vrsto razdalje v prostoru, kot smo razumeli (A.6),
oziroma kot je mogoce razumeti (C.2) s tem, da lahko s to razdaljo povezujemo samo
tocke, ki so casovno razmaknjene ali pa samo tocke, ki so krajevno razmaknjene ce
zamenjamo znak pod korenom. Ce sta (D.22), oziroma (D.25) pravi Lagranzevi
funkciji za delec v gravitacijskem polju, potem lahko razumemo teorijo gravitacije
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kot metricno teorijo, saj vpelje gravitacijsko silo samo na ta nacin, da spremeni
metriko v prostoru. To je, razdalja med tockami v prostoru, kot med dogodki v ¢asu
je lahko drugacna od tiste, ki jo pricakujemo po klasi¢ni evklidski geometriji in le
kadar je drugacna je v resnici prisotno gravitacijsko polje.

Z Lagranzevo funkcijo (D.22) ali (D.25) smo dobili dobrega kandidata za opis
gravitacijske sile. To je ekvivalent enacbe (D.14) za elektromagnetno silo. Potrebu-
jemo Se enacbe gravitacijskega polja kot ekvivalent (D.6). Z ozirom na veliko stevilo
gravitacijskih potencialov pa prav lahko pricakujemo Se kaksen umeritveni pogoj kot
(D.4) v elektromagnetni teoriji. Kljutno vprasanje pa je seveda, kaj je izvor grav-
itacijskega polja. Po analogiji z vektorsko elektromagnetno teorijo, ki ima vektorski
izvor (tok), pricakujemo, da mora imeti izvor gravitacijskega polja tenzorski znacaj
in seveda mora biti sorazmeren masi. Vodilo pri sklepanju bomo nasli ob natanc¢ni
analizi strukture elektromagnetnih enacb. Preden pa se lotimo teh problemov, je
vredno pogledati strukturo gibalnih enac¢b (D.24). Predvsem nas mora zanimati,
kako se zapisejo v limiti majhnih hitrosti in sibkih polj. Ce naj bodo enache (D.24)
resen kandidat za enacbe gibanja v gravitacijskem polju, se morajo v limiti majhnih
hitrosti in Sibkih polj zelo dobro skladati z Newtonovimi gibalnimi in gravitacijskimi
enachami, saj vemo, da je mogocCe z njimi izredno natané¢no napovedati polozaje
planetov. Samo Merkur, ki se giblje od vseh planetov najhitreje in je Soncu najblize,
torej v najmocnejsem polju, kaze v nekaj letih komaj merljivo odstopanje (sibko polje
pomeni majhne vrednosti komponent h,,, saj z direktno geometrijsko meritvijo Se
nismo uspeli izmeriti, da bi se te komponente zaznavno razlikovale od 7).

V limiti majhnih hitrosti je 2 ~ ¢ in v* < ¢. Ce so vse komponente tenzorja
h med seboj primerljive in majhne, lahko v (D.24) zanemarimo vse komponente
hitrosti v primerjavi z 4% vse ¢lene, kjer bi h nastopal v kvadratu. Vzemimo $e, da
opazujemo staticno gravitacijsko polje, tako da je h,,,0= 0 za vse p in v. Od stirih
enachb (D.24) izberimo najprej tisto z = 0. Z upoStevanjem gornjih zanemaritev se
ta zapise:

c =0 (D.27)

Drugi odvod casa po lastnem casu je nic¢ - torej lastni ¢as je sorazmeren casu, ki
ga merim v laboratoriju, to je prav tako kot smo navajeni v Newtonovi mehaniki.
Napisimo Se krajevne komponente enacb (D.24). Zopet zanemarimo majhne hitrosti
in kvadrate gravitacijskih potencialov in dobimo za komponente pospeska (i = 1, 2, 3
):

1 20ho
2 Oxt
Tudi ta enacba je povsem ekvivalentna gradientnemu zapisu Newtonovega gravitaci-
jskega zakona, ce identificiramo Newtonov gravitacijski potencial z —%c2h00. Od

o=

(D.28)
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mnozice desetih gravitacijskih potencialov je v navadnem zivljenju pomembna le ena
sama samcata ”00”komponenta. Zato je tako tezko spoznati, da je v drugacnih pogo-
jih teorija gravitacije precej bolj komplicirana. Zanimivo je izracunati tudi velikost
hoo v normalnih laboratorijskih razmerah. Npr. na povrsini Zemlje je gravitacijski
potencial Zemlje enak:

2 Mgem 2g 20ms 2
hoo = ——=Pzem = 2G = ZxRyeyy * ——
00 2 7 ZRzem c? iz 9. 106m?2/s?

xT7000km = 1.5x107°

(D.29)
Majhnost brezdimenzijskega gravitacijskega potenciala je Sse dodaten razlog za to, da
so nam metri¢ne lastnosti prostora ostale tako dolgo skrite.

Naloga D.8: Izracunaj vrednost hgg, ki ga povzroca Sonce tam, kjer je Zemlja,
na Merkurjevi orbiti in na povrsini Sonca.

5 Umeritvena invariantnost gravitacijske teorije

Povedali smo, da je teorija gravitacijske sile, kot jo vpelje Lagranzeva funkcija
(D.25), metri¢na teorija. Gravitacijsko silo smo vpeljali samo kot posledico spre-
menjenih metri¢nih relacij med ”tockami” oziroma dogodki v 4-razseznem prostoru.
Seveda pa se zdi nevzdrzno, da bi bila gravitacijska sila odvisna samo od tega,
kako smo izvolili imenovati tocke v prostoru. Ilustrirajmo ta pomislek na primeru.
Vzemimo, da smo v prostoru vpeljali sferne koordinate r, 6, ¢. Kartezi¢ne koordi-
nate x, y , z se izrazajo z novimi koordinatami takole:

x 7 sin 0 cos @
y| = [ rsinfsing (E.1)
z rcosf
Tako je:
dz drsin 6 cos ¢ + rdf cos 0 cos p — rsin Ody sin ¢
dy | = | drsin@siny + rdf cosfsin ¢ + rsin Odp cos ¢ (E.2)
dz dr cos @ — rdfsin 6

Odtod pa lahko izracunamo, da je:

dz® + dy® + d2* = dr* + r*(d6® + sin*0dy?) (E.3)
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Lagranzeva funkcija prostega delca je v sfernih koordinatah po (C.12) (lahko bi vzeli
tudi (C.13)):

L = %[—czt'2 + 72 4+ r2(6? + sin? 0?)] (E.4)

To Lagranzevo funkcijo lahko razumemo tudi kot Lagranzevo funkcijo tipa (D.25),
pri cemer je 1, + h,, po komponentah:

-1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 72%sin®6

Zato so enacbe, gibanja, ki slede iz te Lagranzeve funkcije kar ( D.24), oziroma
eksplicitno:

L L . ;
L L :
%% _ ?9_7« = mit —mr(6? +sin?0p*) = 0 (E.7)
d9L 0L = i(77@7"2(9') — mr?sinfcosf? = 0 (E.8)

drog 00  dr
doL 0L  d

e — E(mrzsinzﬁgb) =0 = mripsin’0=1, = konst (E.9)

Trije integrali enacb so takoj razvidni. Dve konstanti gibanja (v in [,,) sta nakazani v
(E.6) in (E.9),Vtretja konstanta pa je sama Lagranzeva funkcija, kot je bilo pokazano
v nalogi D.7. Se do dveh konstant lahko pridemo, ce si ogledamo naslednja izraza:

d - d . .
%(7296“0) = %(TQH)eW—I—z'rQngew =

— r2{sinf cos Bp* + iph}e'” (E.10)

Pri zadnji enakosti sem uporabil enac¢bo (E.8). Se drugi izraz, ki si ga velja ogledati,
je:

d 2 . i _ d 2 2 ip _
dT(r psinfcosfe'?) = dT(r psin® f cot Be'?) =
= r?psin? Gg(cot 0c'¥) = ir?{sinf cosp + igph}e’? (E.11)
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Pri predzadnji enakosti sem uporabil enacbo (E.9). Kon¢no enacbo (E.11) pomnozim
z i in pristejem (E.10) pa dobim:

éépﬂa?+i¢aneameyﬁ’ = 0 (E.12)
Torej je koli¢ina: . '
I, = mr*(0 +igsinfcosf)e” (E.13)

konstanta gibanja; pravzaprav gre za dve konstanti - realni in imaginarni del ali [,
in [_ = I (Zvezdica oznacuje kompleksno konjugacijo.). Ker je Lagranzeva funkcija
(E.4) konstanta in je f tudi konstanta, je tudi izraz £, = L+%m02f2 kontanta gibanja,
ki jo lahko izrazimo kot:

5 %WJQL+@) (E.14)
Gornje pa je enacba za odvisnost r od ¢asa, ki jo resimo tako, da izrazimo 7 z r in
konstantami gibanja. Dobimo:
2F l
o= 4+ Wk — (%)2 (E.15)
oziroma
(E.16)

Z I? sem oznaéil konstanto 1> = I,l_ + 3. Po integraciji leve strani (Stevec in
imenovalec pomnozimo z r in upostevamo, da je r - dr = %er.) preuredimo rezultat
tako, da izrazimo r s 7 in dobimo:

[2 2F)
= ——AT? E.1
r \/ZmEk + - T (E.17)

Vstavimo (E.9) v (E.13) in mnozimo z e~* pa dobimo:
Lee ™ = |l |e~=%0) = (mr?0 4 il, cot ) (E.18)
ZapiSemo realni in imaginarni dela pa dobimo:

: l
r* = |m—+| cos (¢ — ¥o) (E.19)
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in
l
cotf = ‘Z—J" sin (¢ — ©o) (E.20)
%)

Se zadnjo enacbo dobimo, ko eliminiramo @ iz (E.9) in (E.20). Rezultat je:
ml,dp dr

= — E.21
12 —1:1_cos? (¢ — o) r? ( )

Ko vstavimo (E.17) za r na desni strani, lahko obe strani integriramo in dobimo:

!
I, AT — T tan v

TATtanwo + ﬁ

tan (¢ — o) = (E.22)

Pri tem je tan ) integracijska konstanta, ki smo jo dobili pri integraciji (E.21).
Enace (E.6), (E.17), (E.20) in (E.22) predstavljajo kompletno resitev sistema

enacb (E.6),(E.7), (E.8), (E.9) in so torej resitev enacbh gibanja prostega delca v sfer-

nih koordinatah. Zahtevi, naj bo 7 lastni ¢as delca, ustrezemo s tem, da postavimo

Lagranzevo funkcijo (E.4) (ki je konstanta gibanja) na vrednost L = —3mc?, od

koder sledi, da mora biti:

2Ek + m02

— (E.23)

’y:

Resitev enacb gibanja za prosti delec prav gotovo izgleda dovolj komplicirano
v sfernih koordinatah. Ali je ta resitev istovetna z gibanjem po premicah, kot jo
dobimo v kartezi¢nih koordinatah? Pokazimo da je! Enacbo (E.20) mnozimo z
rsin @ in upostevamo (E.1) pa dobimo:

A N |
rcos) = z = l—(smcpcosgpo—cosapsmgpo)rsme = l—(ycosgoo—a:smgoo)
¢ ¢

(E.24)
Zapisano lepse:
zl, = ylli| cospy — z|ly]sin gy (E.25)

Torej, lezi orbita glede na koordinatni sistem x, y, z v ravnini, ki gre skozi izhodisce
in je pravokotna na vektor s kartezi¢nimi komponentami n, = (|l4|/l)singy , n, =
—(|l4]/1) cos g , 1, = (l,/1). Z upostevanjem (E.1) zapisimo Se enacbo (E.22) in
dobimo:

VAT cos g + psin iy
VAT sin Yy — p cos iy

tan ( ) 1Y COS (g — & sin g ly [
an (¢ — = - _®
LR T €OS g + ysin g l

(E.26)
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Pri tem sem zaradi krajSe pisave vpeljal p = [/v/2mE) in v = \/2E);/m. Ocitno

mora veljati:

—xsinpy+ycospy) l,(VAT cos 1y + psin )
( X cos Yo + Y sin @ ) = a(7) (—Z(UAT sin 1y — p cos ) ’ (E.27)

pri ¢emer je a(7) zaenkrat poljuben sorazmernostni koeficient, ki je lahko tudi odvisen
od lastnega casa. Ko upostevamo (E.25), dobimo se:

z = a(7)|ly|(vAT cos 1y + psin i) (E.28)
Tako je:
r? = x2+y2+z2 =
= aQ(T){li(UAT cos Yo+-p sin ¥ )2+ (VAT sin ¢y —p cos 1y ) > 4| 1| (VAT cos ¢ +psin g )*}
= a(7)**{(vAT)* + p?) (E.29)

Ko primerjamo gornje s (E.17), ugotovimo, da mora biti a(7) = 1/I. Ko vstavimo
to ugotovitev v (E.27) in (E.28), pridemo kon¢no do zakljucka, da so orbite prostih
delcev res premice pri katerih kartezicne komponente linearno narascajo s ¢asom.
Do tega zakljucka smo prisli zelo enostavno v kartezicnem koordinatnem sistemu in
s precejsnjim naporom v krogelnih koordinatah.

Kar se tice fizike dasta tako kartezi¢ni kot sferni koordinatni sistem isti rezultat.
Da se pokazati, da to velja splosno za vse zvezne koordiantne sisteme, ki bi si jih
utegnili zamisliti v prostoru in ¢asu. To pa pomeni - ¢e izvira gravitacijska sila iz
metrike prostora, potem ne sme biti odvisna od tega, katere koordinate smo izbrali
v prostoru, z drugimi besedami, enache gravitacijskega polja morajo biti invariantne
glede na vse transformacije koordinatnega sistema.

V (D.29) in v nalogi D.8 smo spoznali, da so vrednosti komponent gravitacijskih
potencialov v praksi iz nase neposredne okolice zelo majhne. Druga ugotovitev, do
katere smo se dokopali z gornjim primerom sfernega koordinatnega sistema pa je
ta, da se enacbe gibanja vendarle najpreprosteje zapisejo v kartezi¢nih koordinatah,
ceprav uvedba kaksnega drugacnega koordinatnega sistema ne spremeni fizikalne
vsebine resitev. Zato je vredno zaceti studij teorije gravitacije v linearizirani verziji,
to je s privzetkom o majhnosti vseh komponent tensorja h,,. Seveda pa so tudi
v linearizirani teoriji mogoc¢e majhne spremembe koordinatnega sistema. Majhno
spremembo koordinatnega sistema dosezemo tako, da tocko (dogodek) s kartezi¢nimi
koordinatami z* prestavimo v tocko ' = x# + &#(2*) (Glej sliko 2).

V rahlo spremenjenih koordinatah 2™ se akcija (D.26) zapise v obliki:

T2
[+ by =
T1

33




i

z/l\_

HRiafl

iﬁk
i
EER

)]
|

BN
£
i

Slika 2:
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T2 a m 8 v
= / \/—(mw + hy,,) (dxt + TiAdmA)(de - 8—;@0) (E.30)

Ko razresimo oklepaje in upostevamo, da dovolimo samo zelo majhne spremembe ko-
ordinat (|¢*, , | < 1) in primerjamo s (D.26), ugotovimo, da se glede na koordinatne
transformacije komponente tenzorja h transformirajo v

hw(9) = B (9) + Euw (9) + oo (9) (E.31)

Tako kot je elektromagnetna teorija invariantna glede na umeritvene transforma-
cije (B.6) ali (D.5) (zapisano v pisavi specialne relativnosti), mora biti gravitacijska
teorija invariantna glede na transformacije (E.31) Umeritvene transformacije grav-
itacijske teorije vsebujejo poljubno vektorsko polje £#. Kot so enacbe elektromagnet-
nega polja najbolj preproste, Ce je izpolnjen poseben umeritveni pogoj (B.7) oz (D.4),
so tudi enacbe gravitacijskega polja najbolj preproste v posebni umeritvi. Po izkusnji
z racunanjem orbite prostega delca v sfernih koordinatah bomo najveckrat racunali v
umeritvi, ki da v odsotnosti mas za vse gravitacijske potenciale avtomaticno vrednost
nic.
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Naloga E.1: Vzemimo, da se koordinatni sistem z’, v, 2’ vrti glede na koordi-
natni sistem z, y, z, tako da je

x' = x cos (wt) + y sin (wt)
/

y' = —xsin (wt) + ycos (wt) (E.32)

in 2/ =z, t =t. Pokazi da se v sistemu S’ zapiSejo komponente tensorja h v
obliki:
wW(x? +y?)/? —wy'/c wx'/c O

B —wy'/c 0 0 0
h = w'/c 0 0 0 (E-33)
0 0 0 0

Zapisi enacbe gibanja (D.24). Pokazi, da tvorijo krajevne komponente pospeska
komponente vektorja, ki je vsota relativnega in sistemskega pospeska v vrtecem
sistemu.

Naloga E.2: Pokazi, da je mogoce najti koordinatno transformacijo tipa (E.31),
ki transformira tenzor

2az/c*> 0 0 0
0 0 00

h 0 00 0 (E.34)
0 0 00

v ni¢ (vzemi, da je r < ¢?/a). Zapisi enacbe gibanja (D.24) za delec v polju h iz
(E.34), in pokazi, da se njegov pospesek zapise kot vsota relativnega in sistemskega
pospeska a.

V nalogah 5 in 5 smo hoteli pokazati, da se lahko z umeritvenimi transformacijami
preselimo v sisteme, ki se vrte ali pospesujejo glede na poljuben inercialni sistem (ali
pocno Se kaj bolj kompliciranega). Ce smo na vrtedi se Zemlji in moramo upostevati
pojave, ki iz tega izvirajo, bomo uporabljali tak vrteci koordinatni sistem v katerem
mi zemljani priblizno mirujemo, vse vesolje pa se vrti okrog nas. Ce pa raziskujemo
pojave na vesoljski skali, se je bolj preprosto postaviti v inercialni sistem, glede na
katerega gibanje zvezd ni sistemati¢no urejeno. Predstavljamo si, da tako opazene
relacije niso obremenjene Se z dodatnimi pojavi, ki so posledica nasega dnevnega
vrtenja in krozenja okoli Sonca.
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6 Enacbe gravitacijskega polja in napetostni ten-
ZOr

Kaksne naj bodo enacbe gravitacijskega polja? Po dosedanji razpravi moramo
zahtevati:
i) da so invariantne glede na lokalne Lorentzove transformacije
ii) da je gravitacijsko polje opisano s tenzorskim poljem h,
iii) da je gravitacijska teorija invariantna glede na umeritvene transformacije, ki se
v limiti sibkega polja zapisejo v obliki (E.31)
iv) v dovolj veliki oddaljenosti od mirujoce mase M se mora komponenta gravitaci-
jskega potenciala hgg v skladu s (D.28) zapisati v obliki:

o
Vzemimo za vodilo enacbe (D.6)! To so linearne parcialne diferencialne enacbe
drugega reda. Leve strani se obnasajo kot komponente ¢etvernega vektorja (pri pre-
hodu v drug inercialni sistem se transformirajo v skladu s (D.17)) in so invariantne
glede na umeritvene transformacije (D.5). Na analogen nac¢in konstruiramo enacbe
gravitacijskega polja kot linearne (v priblizku sibkega polja!) parcialne diferencialne
enacbe drugega reda, katerih leve strani se obnasajo kot komponente cetvernega
tenzorja (morajo se transformirati v skladu s (D.23)) in so invariantne glede na
umeritvene transformacije (E.31). Tenzorski zna¢aj drugih odvodov gravitacijskih
potencialov (tenzor mora biti simetri¢en) zahteva, da so na levi strani enac¢b lahko
le ¢leni oblike:

A,uz/ = nAgh,uua)\cr (F2>
BHV = 7]>\0 (h,u)\wcr _'_hu)\uw ) (F3>
C/u/ = nAJh)\Ja/u/ (F4)

Pravilna linearna kombinacija teh ¢lenov je tista, ki je invariantna glede na umer-
itvene transformacije (E.31). Zapisimo to kombinacijo zaenkrat Se s splosnima koe-
ficientoma a in b in pois¢imo tako vrednost, da ostane izraz nespremenjen po umer-
itveni transformaciji (E.31)!

L, = A, +aB,, +0C,, = (F.5)

= A,,uu + a’B:w + bC;/w + 77)\0 |:(1 + CI,) (Sual/)\a _I_SV)M)\U ) + 2(a + b)g)\aaw/] (F6)
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Naloga F.1: Pokazi, da preide (F.5) v (F.6) po umeritveni transformaciji (E.31)!

Izraz (F.6) je torej invarianten glede na umeritvene transformacije le, ¢e je
a = —1 in b = —a =1 (F.7)
Pricakujemo torej, da imajo enacbe gravitacijskega polja vsaj za Sibka polja obliko:

77)\0 (huua)\a _huaal/)\ _h'l/)\aua +h)\07u1/ ) = K'Dul/ ) (F8)

pri cemer je D, izvor gravitacijskega polja, ki mora biti (v skladu s tocko iv) zgoraj)
sorazmeren masi, £ pa je ustrezna sklopitvena konstanta (analogna po v elektromag-
netni teoriji).

Enacbe (F.8) so razmeroma komplicirane. Poglejmo njihovo strukturo in poisé¢imo
umeritev, v kateri je njihova oblika preprostejsa. V ta namen izracunajmo divergenco
obeh strani v (F.8) (glej dogovor (D.18)!):

v vA Av Av A v
I{ij, = h;wa )\_hu)\a V_hu)\w +h =

Aopy
= h)\)\wy,u_hu)\vVAH = (h)\)\uyy _hu)\uy)\)vu
1 1 )
= §/€D)‘A,u = in(anD)‘A), (F.9)

Opazili sno, da je izraz v predzadnji vrstici enak izrazu, ki je napisan v zadnji vrstici
(prepricaj se!). Tako pridemo do identitete:

(D — %mWDX),“ =0 : (F.10)
Lahko recemo, da je (F.10) posledica umeritvene invariantnosti gravitacijske teorije,
ker enacba ne bi veljala, ¢e ne bi bile izpolnjene enacbe (F.7). Ta identiteta, ki
spominja na identiteto j,, # = 0 v elektromagnetni teoriji, prav tako rodi pomemben
ohranitveni zakon. Zato je smiselno smatrati izraz T, = (DW - %WVD/\,\) za 1zZvor
gravitacijskega polja. Enacbe gravitacijskega polja se tako zapisejo v obliki:

huw)\)\ - (hu)\w)\ _'_huAm)\) + h’a;w _nuuhu)\)\ _'_nuuh)\m)\o = HT,uua (F11>
pri cemer, ponovimo Se enkrat, je divergenca napetostnega tenzorja identi¢no enaka
nic:

T,," = 0. (F.12)
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Zgoraj smo oznacili sled gravitacijskega tenzorja s h in sicer:
h = n"h,, (F.13)
Do lepse oblike enach (F.11) pridemo, ¢e vpeljemo nov tenzor:

1

E/u/ = h/u/ - 577/wh (F14)
V novi preobleki se enacbe (F.11) glase:
E“,,,)\)\ — (E“)\,,} _'_El’)"u)\ ) —+ T]MVE)\U,AU = HTH,, (F15)

Iz tega zapisa je jasno, da je ugodno izbrati umeritveni pogoj:
hut = 0 (F.16)
V tej umeritvi pa imajo gravitacijske enacbe res preprosto obliko:
huy = KT (F.17)

Konéno smo prisli do enacb gravitacijskega polja, ki ustrezajo pogojem i), ii) in iii)
zgoraj. Ostane nam Se poiskati zvezo med izvorom gravitacijskega polja 7},, in maso,
ki to polje povzroca. Vodilo pri tem iskanju je seveda zadnji od gornjih pogojev (iv).

Mirujoca masa v teoriji gravitacije ima v elektromagnetni teoriji za ekvivalent
mirujo¢ naboj. Tok mirujocega naboja (/,) ima v elektromagnetni teoriji samo
casovno komponento razlicno od ni¢ (glej (D.10)). Casovna komponenta gostote
toka je od ni¢ razlicna samo v tocki, kjer se naboj nahaja, njen integral po prostoru
v katerem naboj miruje, pa je enak toku. V poljubnem inercialnem sistemu dobimo
tok tako, da se z Lorentzovo transformacijo preselimo v ustrezen inercialni sistem
(Glej (D.17) in ustrezne komentarje!). Na podoben nacin is¢emo nastavek za desno
stran enacbe (F.17). Tockasti masi M v mirujotem sistemu pripisemo tenzor X, ki
ima samo ¢asovno komponento sorazmerno masi, vse ostale njegove komponente pa
naj bodo v tem sistemu enake ni¢. Dogovorjeno je, da vzamemo

Ngo = Mc? (F.18)

Tenzor T}, ki je sorazmeren gostoti mase, pa naj da X, ¢e ga integriramo po prostoru
glede na katerega masa miruje:

/ Tuudv == N;u/ 5 (Flg)
Mmir
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Po tem kar smo povedali zgoraj, pricakujemo samo za hgy od nic¢ razlicen izvor v
mirovalnem sistemu mase. V tem sistemu so tudi vsa polja neodvisna od ¢asa, zato
se enacba (F.17) za hgg poenostavi v obliko:

0o B #0prir=20
Vit = #loo = (: 0 povsod drugj%) (F.20)

Resevanje takih enacb je stvar matematicne fizike; resitev pa je:

— C
ho = — za 1 =+/2%2+y?+ 22 (F.21)

r

Konstanto C' dolo¢imo s pomoc¢jo Gaussovega izreka, ki pravi, da je integral di-
vergence vektorskega polja po prostornini enak integralu tega vektorskega polja po
povrsini, ki to prostornino objema. Ce integriramo (F.20) po vsej prostornini, do-
bimo:

/ V2h00dV = / KTQ()CZV = K,NOQ = I{MC2 (F22)
m'L'r Mmi'r

Po Gaussovem izreku je:

/ V hoodv = %Vhoo dS = %—’f’ d = —A4xC (F23)

Ko primerjamo (F.22) in (F.23) dobimo:
—47C = kMc? (F.24)

Ker so izvori za ostale komponente tenzorja EW enaki ni¢, izginejo po umeritvenemu
pogoju (F.16) tudi ustrezne komponente tenzorja h,, =0 ¢e u # v # 0.

Naloga F.2: Pokazi, da resitev (F.21) skupaj s h,, = 0 ¢e {ur} # {00} ustreza
umeritvenemu pogoju (F.16).

Izracunajmo Se komponente tenzorja h,,! Enacbe (F.14) obrnemo in dobimo:

Py = Py — %n,wﬁ : (F.25)
Naloga F.3: Pokazi, da je (F.25) obrat (F.14).
Tako je h = n%hgy = —hgp in
hoo = hoo — %UOOE = %Eoo = _8% ]\4;2 (F.26)
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Ko primerjamo s (F.1), ugotovimo, da mora biti

p = _10mG (F.27)

ct

Zapisimo enacbe gravitacijskega polja (F.15) Se enkrat z znanimi konstantami:

167G
A

nuyﬁaﬁauu = - Taﬁ (F28)

Kaj lahko povemo o tenzorju 7,3, ki nastopa kot izvor gravitacijskega polja? Nastejmo
lastnosti, ki smo jih do sedaj od njega zahtevali:

i) Napetostni tenzor tockaste mase ima v sistemu glede na katerega masa miruje le
komponento 700" razli¢no od ni¢

ii) Ce integriramo Tyo po prostoru v katerem masa miruje, dobimo M¢?, pri Gemer
je M vsa masa, ki smo jo objeli z integracijo (enacba (F.18)).

iii) Ce se preselimo v drug inercialni sistem z lokalno Lorentzovo transformacijo, se
mora napetostni tenzor transformirati ravno tako kot tenzor gravitacijskih poten-
cialov hy,, to je tako, kot narekuje (D.23). V sistemu glede na katerega se masa
giblje po trajektoriji * = £#(7), mora imeti tenzor R, komponente:

N, = Mf“fﬁnaung,, (F.29)

Primerjaj s (D.10)! Podobno kot lahko sklepamo na gostoto toka iz toka (D.11), lahko
sklepamo o napetostnem tenzorju iz njegovega integrala po prostoru; napetostni
tenzor za tockasto maso lahko zapisemo v obliki:

T‘“’(x)‘) = M/_OO é”(T)é”(T)é4 (:L”\ — 5’\(7'))ch (F.30)

iv) Napetostni tenzor avtomaticno zadosca pogoju (F.10), ki ga je vredno zapisati
Se enkrat:
nija,uw =0 (Fgl)

Naloga F.4: Zapisi komponente divergence napetostnega tenzorja za tockasti
delec (F.30) in pokazi, da je njihova vrednost enaka ni¢ samo, ¢e se delec prosto
giblje.

Kaj pomeni enacba (F.31)? Njen pomen laze razvozlamo, ¢e se spomnimo, da
obstaja podobna relacija tudi v elektromagnetni teoriji. Namesto (F.10) smo v elek-
tromagnetni teoriji postavili umeritveni pogoj (D.4) ki zahteva, da je divergenca

gostote toka enaka 0, to je:
=0 (F.32)
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Loc¢imo ¢asovne in krajevne komponente in upostevamo (D.8), pa dobimo:

o 05 04 Op

Ton T et T o T ot
To je znana kontinuitetna enacba, ki zagotavlja, da se elektricni naboj ohranja.
Pomen te enacbe si predstavljamo Se takole: Vzemimo prostornino V' omejeno s
povrsino V. Ena¢bo (F.33) mnozimo s ¢asovnim intervalom ¢, integriramo po
prostornini V', in upostevamo ze omenjeni Gaussov izrek pa dobimo:

+V-j =0 (F.33)

/a"’dvat+/v-jdv(5t - 5Q+5tf j-dS =0 (F.34)
1% ov

Prvi integral (6()) pove za koliko se je povecal naboj v prostornini V' v ¢asovnem
intervalu dt, drugi pa pove koliko naboja je v tem ¢asu odteklo iz te prostornine skozi
ploskev OV'. Vsota obeh koli¢in je enaka ni¢ in to pomeni, da naboj ne more izginiti,
ampak se lahko kvecjemu pretoc¢i drugam.

Tudi v teoriji gravitacije imamo naboj - maso, ki se ohranja. Tako lahko govorimo
o gostoti masnega toka j(Am), pri ¢emer je po zgledu (D.8):

j?m) = p(m)C y (F35)

pri cemer je p(,) obiCajna masna gostota, komponente jém) za 1 = 1,2,3 pa tvorijo
komponente (tri) vektorja masnega toka j(m). Tudi ta "naboj” se ohranja, podobno
kot elektricni; tudi njegova divergenca je enaka ni¢. Po analogiji smemo sklepati,
da izraza tudi (F.31) ohranitveni zakon, vendar ne za skalarno, temvec za vektorsko
koli¢ino.

Upostevaje (F.19), (F.20) in (F.29) in (F.30) sklepamo, da se komponente ten-
zorja T, izrazajo za tockasto telo, ki se giblje glede na izbrani inercialni sistem po
trajektoriji x* = &*(7), takole:

.0 .0 B B
T - (”W?ﬁ Z‘C 3) - ( W ‘JW) (F.36)
-] J7v “Jw)€  J(w)V
V drugem i 1zrazu smo vpeljali gostoto mase-energije, ki jo prispeva masa v prostoru
W(m) = Ypc? in gostoto toka mase-energije ji,) = 7vJ. Simboli¢na pisava zgoraj seveda

pomeni, da smo locili ¢asovno-¢asovno komponento, casovno-krajevne komponente
in krajevno-krajevne komponente.

M

Naloga F.5: Utemelji zakaj stojijo pred komponentami toka znaki
B.6 je lahko pri tem v pomoc.

. Naloga
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Sedaj smo pripravljeni razmisljati o pomenu pogoja (F.31). Po poti, ki nas je
pripeljala do (F.34) preoblikujemo (F.31) in pridemo do oblike:

Uy

/5w(m)dv+5t% j(w) -dS =0 (F.37)
\%4 ov
in
/ 8wy dV + 6t 7{ Jy(@-dS) = 0 (F.38)
\%4 oV

Enacbo (F.37) spoznamo kot enacbo o ohranitvi mase-energije; podobno kot naboj
se lahko masa-energija samo pretaka, ne more pa se izgubiti. Drugo enacbo (F.38)
pa prepoznamo kot enacbo o ohranitvi celotne gibalne koli¢ine. Sprememba, gibalne
kolicine 6P (= Iy 5f(w)dV) v prostornini V' v ¢asovnem intervalu dt je enaka toku
gibalne koli¢ine skozi ploskev, ki objema prostornino V', to pa je po Newtonovem za-
konu sunek sile v ¢casovnem intervalu 6, ki deluje na porazdelitev snovi v prostornini
V.

V okviru teorije relativnosti smo tako spoznali dva najpomembnejsa fizikalna
zakona - o ohranitvi energije in o ohranitvi gibalne koli¢ine kot posledico umeritvene
invariantnosti te teorije. Ta pa je logi¢na posledica dveh preprostih privzetkov, to
je lokalne Lorentzove invariantnosti fizikalnih zakonov in privzetka, da je teorija
gravitacije metriécna teorija. To je verjetno najmocnejsi rezultat teorije relativnosti
in tisti, ki ima najbolj daljnosezne posledice za celotno zgradbo teoreticne fizike.
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Ilustracije

Do sedaj smo shajali z razmeroma simboli¢nimi izrazi, le v nekaterih nalogah smo
skusali pokazati, da je relativisticna fizika zelo podobna neralativisti¢ni. Aparat spe-
cialne, Se bolj pa splosne relativnosti, je drugacen od aparata Newtonove mehanike,
kjer imamo opravka samo z nazornimi vektorji v trirazseznem prostoru. Tudi spe-
cialna in splosna relativnost poznata te pojme. Razlika pa je v tem, da tri kom-
ponente vektorja v splosnem ne zadostujejo za celotno rekonstrukcijo koli¢ine, ki jo
imamo v mislih. Potrebujemo Se ¢etrto komponento, oziroma povedati moramo v
katerem inercialnem sistemu ima vektor dane tri komponente, cetrta komponenta
pa je nic. V Newtonovi fiziki imamo vedno opravka z majhnimi hitrosti, zato je
implicitno vedno res, da ima vsak 3-vektor o katerem govorimo, vedno v izbranem
koordinatne sistemu ¢etrto komponento enako 0. Namen teh primerov je prevesti
linearizirano teorijo gravitacije v jezik sil, hitrosti, pospeskov itd., kot smo jih vajeni
v klasiéni Newtonovi mehaniki in hkrati pomagati bralcu do domacnosti s pojmi
cetvernih vektorjev in tenzorjev.

7 Napetostni tenzor

Videli smo, da je eden najpomembnejsih pojmov teorije gravitacije napetostni
tenzor. Zato se je vredno pri njem nekoliko dlje pomuditi. Najprej bomo izracunali
napetostni tenzor najbolj preproste snovi, to je idealnega plina in pogledali kakSen
pomen imajo posamezne njegove komponente s tem, da bomo plinu izmerili tlak
in ga stehtali. Nato bomo na podlagi te izkusnje konstruirali napetostni tenzor
elektromagnetnega in gravitacijskega polja.

7.1 Napetostni tenzor idealnega plina

Idealni plin smo si po Boltzmannu navajeni predstavljati kot mnozico zelo majh-
nih (pravzaprav tockastih) delcev, ki se neurejeno gibljejo v vse smeri s tem, da je
povprecna kineti¢na energija delcev sorazmerna temperaturi plina. Interakcijo med
delci lahko za vse praktiéne namene zanemarimo. Skrbi samo za to, da se po dovolj
dolgem c¢asu plin dobro premesa. To pomeni, da je po dovolj dolgem ¢asu porazdelitev
delcev po hitrostih neodvisna od kraja, ¢asa in smeri gibanja, ¢e seveda ni zunanjih
casovno odvisnih motenj in ¢e je plin v ravnovesju pri konstantni temperaturi.

Napetostni tenzor za plin je seveda vsota napetostnih tenzorjev za vse delce,
ki plin sestavljajo, torej je po F.30 razlicen od ni¢ v vseh tockah, kjer se plinski
delci nahajajo in ni¢ drugod. Ce govorimo o plinu kot o kontinuumu, tako drobno
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razloCevanje nima smisla, zato definiramo napetostni tenzor plina kot povprecje po
majhni prostornini - a dovolj veliki, da Se vedno vsebuje veliko delcev - deljeni s to
prostornino: Napetostni tenzor za plin tako napisemo v obliki:

Th () = d%Z/ ml ()& (1)0* (2™ — ENT))edr ,  (G.1.1)

pri cemer so &)(7) komponente svetovnice i-tega delca. V okolici trenutku ¢ = 0
izberemo za vse delce 7 = 0 in zapiSemo njihove svetovnice:

éi =T + é(O)
£ = yer. (G.1.2)

Funkcijo 6* v G.1.1 razbijemo na prostorski in krajevni del in integriramo po 7 ter
dobimo:

N
1
T _ _ 3 263 _+(0)
phn( 1= 0) AV NY d zza:maVac 0 (E +z §a )
1 N
_ _ 3 k.53 _ ¢(0)
Tphn( = 0) - A—V e d xzmaq/az}aas (f_'_& éa )
1
Rinrt=0) = 55 o &z Zma%ﬂ)” F(r+z— €Y (G.1.3)

Integrali prostorskih funkcij § po AV dajo ena, ¢e ustrezni delec (a) lezi v AV in ni¢
drugace. Torej je Thp enaka vsoti vseh polnih (mirovalnih plus kinetiévnih) energij
delcev v enoti prostornine, kot jo meri izbrani inercialni opazovalec. Ce izberemo
inercialni sistem glede na katerega izbrana okolica plina v povpreéju miruje, je T blin

gostota lastne polne energije, to je vsota j?m) ¢ in gostote notranje energije (glej D. 12)
Glede na ta inercialni sistem so vse komponente T3, enake nic. Ce je plin tudi
v lokalnem termodinamicnem ravnovesju, ostanejo od krajevnih komponent samo
diagonalni ¢leni, ki so vsi enaki, saj razlicne komponente hitrosti v ravnovesnem
stanju niso korelirane, hitrostna porazdelitev pa je lokalno izotropna. Zato lahko v
tem primeru zapisemo:

N
T (rt=0) = 5ﬂk/ Y " mevad® —¢©0
phn( ) 3AV LAY T - MaYal,, (E_'_& §a )
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V nerelativisticni limiti gre %ma%gz proti kineti¢ni energiji a-tega delca, torej gredo
diagonalni elementi krajevnih komponent napetostnega tenzorja proti % gostote no-
tranje energije. To je tlak plina. Videli bomo, da predstavljajo krajevne komponente
napetostnega tenzorja vedno tlak. V ultrarelativisticni limiti gre %ma%yg proti polni
energiji delca, zato je tlak relativisticnega plina samo tretjina gostote polne energije
(npr. za plin fotonov).

Napetostni tenzor za idealni plin, ki se giblje glede na opazovalca dobimo tako,
da se iz lastnega sistema preselimo v sistem, glede na katerega se lastni sistem giblje.
To najlaze storimo tako, da napiSemo napetostni tenzor mirujocega plina v obliki:

200 0 100 0

 Wpomatp | 0 0 0 0 0 10 0

L=—"5 ooo0o0|l™™] o 01 0 (G.1.4)
0000 0 00 1

Prvi tenzor zgoraj je diadni produkt vektorja ¢etverca hitrosti (mirujocega) opa-
zovalca s samim seboj, drugi tenzor pa predstavlja matriko 7, zato vemo, da se
napetostni tenzor za idealni plin zapise glede na poljubno gibajoc¢ega se opazovalca
glede na plin kot:

THY _ wp‘)lzizﬂjuuuv + oyt (G.1.5)

pri ¢emer so u* komponente plina glede na opazovalca, wpema in p pa sta lastna
gostota polne energije in lastni tlak plina, to sta gostota energije in tlak kakrsnega
bi izmeril opazovalec, ki miruje glede na plin.

Na podoben nacin lahko razmisljamo tudi o gostoti masnega toka D.12. V lastnem
sistemu je samo casovna komponenta gostote masnega toka razlicna od ni¢. Njeno
vrednost pc dobimo s podobnim povprecevanjem kot zgoraj, pri ¢emer je p zopet
lastna gostota plina. Cetverec gostote masnega toka je torej v splosnem:

Jimy = PU! (G.1.6)
V tocki iv) v prejsnjem poglavju smo trdili, da mora biti divergenca napetost-
nega tenzorja enaka ni¢, prav tako smo v cetrtem poglavju (D.12) pokazali, da je
divergenca masnega toka enaka nic. To skupaj predstavlja pet ohranitvenih zakonov,
katerih pomen si hocemo sedaj ogledati. Ohranitev mase, ki sledi iz kontinuitetne
enacbe D.9 in toka G.1.6 se zapise v obliki:
7

d e
Jim)ym = P u” + put,, = d—i + puo,o +pV.u (G.1.7)
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Upostevali smo, da je ut = % zadnii élen pa smo razbili na ¢asovni in krajevni
’ T dr?

del. V nerelativisti¢ni limiti se ¢as in lastni ¢as ne razlikujeta, zato je tudi " pospesek
casa”’u’,y enak ni¢ in enacba G.1.7 preide v znano obliko kontinuitetne enacbe za
ohranitev mase. Napetostni tenzor G.1.5 najprej zapisemo tako, da razbijemo gostoto
polne energije na gostoto mirovalne energije in gostoto notranje energije wWpolna =
pc? + w,. Tako dobimo:

T =ul'j” + wnci:—pu“u” + . (G.1.8)

Divergenco napetostnega tenzorja dobimo upostevaje G.1.7, G.1.6 in identiteto
ut 2 = dilT v obliki:

OxH
N d (w,
T, = (p+ ¢ jp) i put (w tp) +ph=0 (G.1.9)
c pC

Naloga G.1.1: Naredi vse korake od G.1.5 do G.1.9.
Casovno komponento teh enacb dobimo, ¢e jih projiciramo na lokalno hitrost

plina, to je:
d (w,+p dp
T , = —p— — =0. G.1.10
Uy , pdT ( P ) + e ( )

Ce gornje pomnozimo z Am, maso opazovanega dela plina, in upoStevamo, da sta
AE, = %Am in AV = Am/p notranja energija in prostornina opazovane mase,
spoznamo, da gre za zakon o ohranitivi energije v obliki:

dAE, B dAV
dr p dr

(G.1.11)

Spremembe notranje energije zaradi dovedene toplote v tem izrazu ni, saj so v nasem
idealnem plinu trki naceloma tako redki, da nimamo ireverzibilnega mehanizma, ki
bi lahko spreminjal entropijo.

Naloga G.1.2: Kako se spremeni gornja enacba, ¢e napetostnemu tenzorju do-
damo viskozne ¢lene v obliki ThY = x (ut,” +u” ") + (2 — $x)n*ul,x:

Pomen krajevnih komponent enacb G.1.9 hitro razumemo, ¢e jih zapisemo za
nerelativisticen plin (p < pc?) v inercialnem sistemu glede na katerega se plin giblje

pocasi (u’ < ¢). Krajevne komponente enacb G.1.9 se poenostavijo v:
pti = —Vp, (G.1.12)

kar je znana Newtonova enacba za opisovanje gibanja neviskoznih fluidov.
Naloga G.1.3: Zapisi enacbe gibanja (T"",, = 0) za viskozni fluid.
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Za konec stehtajmo idealni plin, s katerim smo napihnili balon. Tehtanje izvedemo
tako, kot je v navadi med astronomi; v krozno orbito okrog balona (ki je seveda nekje
dale¢ v vesolju pro¢ od velikih mas) vtirimo testni delec (delec katerega masa je
mnogo manjsa od mase plina). Merimo polmer krozne orbite (a) in obhodni ¢as (7')
ter izracunamo maso plina v balonu (skupaj z maso balona) po tretjem Keplerjevem
zakonu: M = %;—z
Komponente napetostnega tenzorja za plin v mirujocem balonu zapiSemo po

(G.1.4) v obliki:

Wpolna, 07 Oa 0
- 0, p 0,0
plin __ ) ) ) o
TP = 0 0. p 0 O(ro —1) (G.1.13)
0, 0, 0, p

Pri tem sta: ©(x) je Heavisideova funkcija z lastnostjo ©(x) =1 ¢éex > 0in O(z) =0
ce x < 0, rg pa je polmer balona.

Zapisati moramo Se komponente napetostnega tenzorja za balonsko opno, saj
brez nje plin nebi miroval znotraj krogle s polmerom 7y, ampak bi se razbezal na vse
strani. Enacba gibanja (F.31) zahteva, da ima napetostni tenzor vsega - v nasem
primeru sta to opna in plin - divergenco enako ni¢. To je mogoce doseci na mnogo
nac¢inov. Najpreprosteje je, ¢e vzamemo, da je balonska opna neskon¢no tanka in
jo obravnavamo tako, kot pogosto obravnavamo milni¢no opno. Napetostni tenzor
take (idealizirane) opne je razlicen od ni¢ samo pri r = rq in je torej sorazmeren z
d(r—rg). Komponenta Ty, njegovega napetostnega tenzorja je sorazmerna ploséinski
gostoti mase (), krajevne od od ni¢ razlicne komponente pa morajo biti izotropne
v tangentni ravnini opne. Napetostni tenzor opne se mora tako zapisati v obliki:

Té)glon — 0'026(’f' _ TO) (G114)

T&qlon =0 (G115)
alon 1 Lil

Tbalon —§r0p5(7’ — 1) (855 — r—2]) (G.1.16)

Naloga G.1.4: Izracunaj divergenco (Tﬁm + Tli’fjl"”),” in se prepricaj, da je res

povsod enaka ni¢. (Upostevaj, da je % = §(

r!)

r—1o)% in 2T = () za vsak
T v

Gravitacijsko polje, ki ga ustvarjata obe masi (plin in balon) resi enacbe (F.17), ¢e
je ustrezeno umeritvenemu pogoju (F.16). Enacbe (F.17) resujemo po (kartezicnih)
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komponentah 2. Upostevamo, da ima problem visoko stopnju simetrije: vsa polja
so staticna in sferno simetricna. V matemati¢nem jeziku razumemo to drugo takole:
ce je EW taka resitev enacb polja, ki izraza sferno simetrijo, potem mora to biti
tudi resitev enach polja v koordinatnem sistemu, ki je glede ne prvotnega zavrten
okrog teziica plinske krogle (koordinatnega izhodisca). Tore] RuARV"E,\U = hu, (glej
(D.23)), pri cemer je R} rotacijska matrika - R = 0, RFR/, = 6. Povedano
drugace, matrika metricnega tenzorja mora komutirati z rotacijskimi matrikami. To
je res samo, ¢e je matrika metricnega tenzorja linearna kombinacija enotske matrike
(0u), tenzorja Minkovskega (7,,) in matrike, ki projicira na mnogoterosti, ki jih
rotacije ohranjajo, to je na koncentricne krogle s sredis¢em v izhodis¢u. Zato lahko
krajevni del metricnega tenzorja gotovo zapiSemo v obliki:

7 ;5
hij = f(r)ds; +9(r)[6; — =57] (G.1.17)
krajevno-casovne komponente pa morajo biti enake nic:

Casovno-casovna komponenta hgg je, kar se tice simetrije, poljubna funkcija 7.

Naloga G.1.5: Pokazi, da je matrika s komponentami

XLyl
2

,
projekcijska matrika (ima lastnost P-P = P), ki projicira vsak vektor v tocki o na
tangentno ravnino krogle s sredis¢em v izhodiscu, ki gre skozi to tocko. Prepricaj se

tudi, da velja
dP

- =0 G.1.20
dr ( )
Naloga G.1.6: Prepricaj se, da je:
Pl = — 5 (G.1.21)
in A 5
2

2Ce ne bi delali v karteziénem koordinatnem sistemu s karteziénimi komponentami, bi morali
enacbe drugace zapisati. O tem bo govora v drugem delu.
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Polje h,, razdelimo na polje znotraj balona (r < rq) in polje zunaj balona (r > ry).

Za notranje polje veljajo enacbe polja (F.17) in umeritveni pogoji (F.16). Zapisemo
jih v obliki: B

VZhoo = KWpolna (G.1.23)

V2Ei]’ = /{péij (G124)

(ker smo izbrali hyy = 0 in so vse koli¢ine od casa neodvisne, je casovna komponenta
umeritvenih pogojev avtomatiéno izpolnjena):

hij) = 0 (G.1.25)

Za zunanje polje veljajo podobne enacbe, ¢e postavimo wyena = p = 0. Ce upostevamo,
da mora imeti krajevni del metri¢nega tenzorja obliko (G.1.17), dobimo namesto

(G.1.24):

6 4
V(f(L+g(r)P) = (V29— —g)P+ (5 +V*f)I=rpl .  (G.126)
namesto umeritvenih pogojev (G.1.25) pa:
af 2
2 _Zy = 1.2
R 0 (G.1.27)

Enacbe (G.1.26) predstavljajo dve skalarni enacbi za funkciji f(r) in g(r). Njuna
splosna resitev v notranjosti je:

1 2
g(r) = ar® in f(r)=grpr® —zar*+b (G.1.28)
v zunanjosti pa:
a . vooo2d
g(r) = 3 I f(r) = — =33 (G.1.29)

Ti dve resitvi sta (ker smo pravilno upostevali rotacijsko simetrijo pri nastavku
(G.1.17)) zdruzljivi s preostankom umeritvenih pogojev (G.1.27). Ko to upostevamo,

dobimo: )

znotraj : a = 0P zunaj: b = 0 (G.1.30)
Enacba (F.16) velja vedno in povsod. Zato lahko ustrezemo umeritvenemu pogoju
tudi na meji med zunanjostjo in notranjostjo in zato sta funkciji f(r) in g(r) zvezni

pri r = ry. Odtod dobimo Se enacbi za konstanti:
1

1 :
ad = M pry in b = 5 pre (G.1.31)
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Krajevne komponente polja so s tem popolnoma doloéene. Komponenta hgg je zaradi
simetrije odvisna samo od radialne koordinate in zaradi G.1.17 ni dodatno omejena
z umeritvenimi pogoji, torej ustreza enacbi:

1d (2%00
—— |

r2dr dr

) = KWpoma O (10 — 1) + oc?d(rg —r) (G.1.32)

2

Ce to enacbo pomnozimo z r* in integriramo, dobimo:

dhoo _ /ﬁéwpolnar r <7
— = 1 3 9 o\ 1 (G.1.33)
dr K (3WpomaTs + 07137 5 T > 71

Po enacbi D.28 in z upostevanjem F.27 ter G.1.17, je masa znotraj polmera 7, kot
jo izmerimo s keplerskim poskusom:

- 8 2dh00
m(r) = 2 o (G.1.34)
8m 4d [1—
4dqr3 wpolna+3p
I <
B { b s g o (G.1.36)
3ot +dmorg >

Masa balona, kot jo izmeri zunanji opazovalec je torej celotna polna energija plina
v balonu plus masa opne (4wor2). Opazovalec znotraj balona, tik pod povrsino pa
Steje k masi se 3pV/c?. Tisti, ki bi primerjal izmerjeni masi tik pod in tik nad
povrsjem balona, bi torej pripisal balonu maso 4mwri(c — pro/c?). Ali bi lahko imel
dovolj velik balon tudi negativno maso?

Na primeru smo videli, da da meritev mase znotraj neke prostornine vsoto vseh
mirovalnih mas v tej prostornini in energije deljene s ¢? v tej prostornini. V okviru
teorije gravitacije je ohranitev mase locen zakon , ki zagotavlja ohranitev vsote last-
nih mas delcev, ki sestavljajo plin in membrano. Princip ekvivalence pa pravi, da
gravitacijska masa telesa tista, ki proizvaja gravitacijsko silo in tudi tista, ki nastopa
v sorazmernosti med silo in pospeskom. Ce ne bi bilo tako, potem vse mase ne bi
enako padale v gravitacijskem polju. Videli smo, da zna teorija gravitacije mase
pravilno sestevati, vendar lokalne meritve v splosnem ne razkrijejo natancno njenega
nahajalisca. Ohranitev mase je globalna lastnost teorije. Lastnost, da nosi maso
tudi vsaka energija, lahko povzroci, da se notranja energija preko napetosti zrcali v
sredstvu, ki te napetosti kompenzirajo. Notranje energije membrane torej lokalna
meritev teznega pospeska ne pripiSe membrani, ampak plinu, ki vzdrzuje membrano
v napetosti.
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Naloga G.1.7: Milni¢ni mehurcek napihenmo do polmera r. Pokazi, da je v njem,
ko mehurcek doseze ravnovesje, presezek tlaka Ap = 47”; v je povrsinska napetost
v milni¢éni opni. Pokazi tudi, da je notranja energija mehurcka enaka 2 x 4mwr? x ~.

V zvezi z lokalno gravitacijsko meritvijo masne gostote smo opazili zanimivo podrob-
nost, da bi bilo smiselno pripisati membrani lokalno povrsinsko gostoto ooy = o —
c%pro = o0 — ;%7 (ne pa globalno! Od dale¢ gledano, pripisemo membrani maso
povrsina xo!). To pomeni, da lahko pri pozitivni a majhni povrsinski gostoti mase
(¢e 0 < 47v/c?) izmerimo negativno lokalno gostoto in s tem tudi negativno (odbo-
jno) lokalno gravitacijo. Da bi bila taka membrana res ¢udna, kaze tudi hitrost

povrsinskih valov na takem balonu ¢ = %’Y = ﬁ , ki bi bila ob negativnih
2(1+ gk

lokalnih povrsinskih gostotah vecja od c/v/2.

Tudi ob tem primeru se moramo zavedati, da je nasa teorija zaenkrat Se nekom-
pletna, ker med notranjimi energijami ne nastopa gravitacijska potencialna energija,
ceprav bi gotovo morala; Se posebej, ker se ukvarjamo s teorijo gravitacije. Na-
pako, ki smo jo naredili, ker smo gravitacijsko energijo zanemarili, lahko ocenimo,
¢e izracunamo kolikSen je delez gravitacijske potencilane energije v energijah, ki
nastopajo v napetostnem tenzorju na desni strani (G.1.13). Vzamimo, da ima plin
veliko ve¢jo maso kot balon, potem je glavna zanemarjena energija gravitacijska po-
tencialna energija plina v balonu, ki jo v skladu z Newtonovo gravitacijo zapisemo v
obliki: o

Won = —G/dV/dV’M (G.1.37)
7=
Za kroglast balon, v katerem je snov porazdeljena homogeno, je gornji izraz lahko
izracunati (glej npr. A. Cadez: Fizika zvezd, DMFA 1977,..), rezultat pa je:

3G~
5 R

(M = 4”3RSp je masa plina v balonu.) Najmanjsa energija, ki smo jo Se upostevali

pri obravnavanju plina v balonu, je energija povezana s tlakom plina, to je energija:

3 47 R3
W, = =
2P 73

Zato lahko sklepamo, da je nasa obravnava dobra, dokler je W, > |W,n|, oziroma
dokler je tlak v balonu veliko veéji kot:
2 _Mp 2GM
g2 — 227 1.4
p > FG— s pR (G.1.40)

(G.1.39)
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Zadnji izraz je zapisan kot barometrska enacba (€—§4 je tezni pospesek na povrsini);
tlak ki ga izraza je prirastek tlaka od povrsine do sredisc¢a zaradi teze visjih plasti
(do numeri¢nega faktorja, ki je blizu 1). Nasa obravnava je torej korektna dokler je
balon tako napihnjen, da je hidrostati¢ni tlak povsod zanemarljiv gleda na dinamic¢ni
tlak plina. Zvezd z dosedanjim formalizmom ne moremo obravnavati, ker jih drzi
skupaj izkljucno gravitacija. Tudi to nas sili, da skusamo zapisati napetostni tenzor,
ki pripada gravitacijskemu polju. Preden pa se tega zares lotimo, je pametno nabrati
Se nekaj izkusenj o splosnih simetrijah in relacijah med napetostnimi tenzorji. Zato si
bomo najprej ogledali tenzor vrtilne koli¢ine in napetostni tenzor elektromagnetnega
polja. Izkusnja bo koristila pri zapisu gravitacijskega napetostnega tenzorja.

7.2 Tenzor vrtilne koli¢ine

Vrtilna kolic¢ina je precej nenavaden koncept, posebej v okviru teorije gravitacije,
ki naj bi bila neodvisna od koordinatnega sistema v katerem enacbe zapiSemo. V
vrtilni koli¢ini namreé¢ eksplicitno nastopajo komponente radij vektorja od izbranega
izhodisca, kar nikakor ni neodvisno od koordinat. Zapisimo vrtilno koli¢ino idealnega
plina v prostornini V' v okviru Newtonove mehanike:

L= /prﬁ(F’)dV (G.2.1)
1%

Kartezicne komponente gornjega so:

L, = /p(x2vs—xsv2)dv Ly, = /p(xsvl—xlvs)dv Ly = /p(xlvz—x%l)dv :
1% 1% v
(G.2.2)
oziroma po (G.1.5) in upostevaje p & wpemma/c® v nerelativisticni limiti:

1 1 1
L, = / (T3 —23T)dV Ly = / (T2 TV Ly = / (T2 —2*TNaV |
\%4 \%4 1%

c c c
(G.2.3)
Zato se zdi smiselno vpeljati tenzor gostote vrtilne koli¢ine [, kot:
1
l,uz/o = - [T,uz/xo - Tuoxu] (G24)
c

Za pn = 0 so gornje ravno vse komponente klasi¢ne vrtilne kolicine (G.2.3). Izra¢unajmo
divergenco [ po prvem indeksu:

1
Lo = = [T 2o + 1", — Tyt v, — T)p6",] (G.2.5)
C
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Vidimo, da je divergenca tenzorja [ po prvem indeksu enaka 0, ¢e je napetostni tenzor
simetricen (¢e T}, = T,,) in seveda ce veljajo enacbe gibanja (7),,,” = 0).
Zaradi (G.2.5) velja:

to
/ Lo diz = / v / {0 o+l ) (G.2.6)
174 t1

Prvi del integriramo po ¢asu, pri drugem pa uporabimo Gaussov izrek in pretvorimo
divergenco v integral po povrsini. Tako dobimo:

to
/ 1, |i—t,dV — / 1 limt,dV + / cdt / I'.dS; = 0 (G.2.7)
1% v t1 S

Ce je ploskev S po kateri integriramo dovolj dale¢, tako da masna porazdelitev nikdar
ne seze do nje, je (G.2.7) izjava o ohranitvi vrtilne koli¢ine izoliranega sistema: vrtilna
koli¢ina sistema, ki jo definiramo kot:

L, = / ,dv (G.2.8)
\%4

se ohranja, Ce sistem ni v stiku z okolico, ali z drugimi besedami, ce eksistira za-
kljucena ploskev S, zunaj katere ima napetostni tenzor vrednost ni¢. Vidimo tudi,
da je gornje sklepanje pravilno samo, ¢e je napetostni tenzor simetricen (glej (G.2.5)).
Ker verjamemo v zakon o vrtilni koli¢ini, bomo od vsakega napetostnega tenzorja
vedno zahtevali simetricnost.

Naloga G.2.1: Pokazi, da ima v inercialnem sistemu, katerega izhodisce je v teziscu
sistema, tenzor vrtilne koli¢ine samo krajevne komponente razlicne od ni¢. Ta nes-
imetriéni krajevni tenzor se ujema s tenzorjem (vCasih mu rec¢ejo aksialni vektor)
vrtilne koli¢ine kot smo ga vajeni v Newtonovi mehaniki.

7.3 Napetostni tenzor elektromagnetnega polja

Videli smo, da mora biti divergenca napetostnega tenzorja, ki naj bo izvor grav-
itacije, vedno enaka ni¢ (enacba F.12 in F.31). To je posledica umeritvene invariant-
nosti, oziroma preprostega dejstva, da morajo dati enacbe gibanja pravo resitev ne
glede na to, v katerem koordinatnem sistemu jih zapiSemo. Po drugi strani pa smo
videli ((G.1.10) - (G.1.12)), da je izjava o nicelni divergenci napetostnega tenzorja
pravzaprav izjava o enacbi gibanja tistega, kar napetostni tenzor opisuje. V prejsnjem
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poglavju smo se zanimali za plin in morda Se za balonsko membrano, ki zna plin
zadrzati. O napetostnem tenzorju elektromagnetnega polja pa se lahko naucimo, ce
premisljujemo o kombinaciji plazme in elekromagnetnih polj, ki jih povzroc¢ijo naboji
in tokovi v plazmi. V tem primeru je napetostni tenzor vsota napetostnega tenzorja
za plin (idealni plin je ponavadi zelo dobra aproksimacija) in napetostnega tenzorja
za elektromagnetno polje. Po F.12 mora biti njuna skupna divergenca enaka nic:

T, =Trmy yrEM v — (G.3.1)

oz puv o J7I 2]

Divergenco Tﬁff",” smo izracunali v G.1.9, vendar ta ni nic ce sta prisotna Se elektri¢no
in magnetno polje. Po analogiji z Newtonovo fiziko sklepamo, da mora biti enaka
(glej (G.1.12)) prostorninski gostoti elektromagnetne sile. Izraz za to zadnje dobimo

na osnovi izraza za elektromagnetno silo (D.13), ki ga lahko zapisemo tudi v obliki:
E, = eAy,, i —eA, i (G.3.2)

Gostoto sile dobimo, ¢e nadomestimo tok (I* = ei?) z gostoto toka j*. Zato se mora
(G.3.1) zapisati v obliki:

TV Y —(Axy = A )it =0 (G.3.3)
V skladu s tem, kar smo povedali na zacetku, pricakujemo, da je drugi del na nek
nacin zapisana divergenca elektromagnetnega napetostnega tenzorja. Po drugi strani
pa mora biti (G.3.3) tudi gibalna enacba za polje. Zato moramo, ¢e hocemo v drugem
delu (G.3.3) videti divergenco napetostnega tenzorja za EM polje, izraziti gostoto
toka j* s poljem, ki ga ta tok ustvarja. To naredimo na ta na¢in, da uporabimo
enacbo gibanja za polje (D.6) in dobimo:

1

My = _(A/\vu_Auw\)j/\ =
Ho

v

(An —Aun ) (AN, =42 0 (G.3.4)
Da je gornje res divergenca, se prepricamo v nekaj korakih. Poglejmo izraz:
[(Axp =Aua ) (AN A" M), =

= (AAau _A;u)\ )(AA’VV _AVaAV) _l_ (A)\a/u/ _A/MAV )(AA;/ _AV7)\) =

— ,U/OT;E/Muy +(A)\7;w _A,uu)\u)(AAay _Au’)\) — MOT,E/Muy _'_A)\a;w (AA,V _Au’)\)
(G.3.5)
Drugi ¢len v prvem oklepaju v zadnji vrstici je simetricen glede na zamenjavo in-
deksov v in A, tisto kar stoji v drugem oklepaju zadnje vrstice pa antisimetricno glede
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na zamenjavo istih indeksov, zato da ta del avtomati¢no vrednost nic, ko sestejemo po
ponavljajoc¢ih se indeksih. Zato so po zadnjem enacaju ti ¢leni izpusceni. Preostanek
v gornjem izrazu zapiSemo kot divergenco, ko se prepricamo, da velja:

[(Axw —Aun ) (AN =AY M), = 4A,,, (AN =AY ) (G.3.6)
Enacba (G.3.5) tako preide v obliko:

1 v
[(A)\au _A;u)\ )(A)\>V _AV>)\ )} woo— NOT,E/MaV _I'Z [(AAW —A,,,)\ )(AAaV —A >)\ )} W
(G.3.7)
iz nje pa sledi izraz za napetostni tenzor elektromagnetnega polja:
1
MOTﬁM = (A)\au _A;u)\ )(AAﬂ/ _AI/7)\ ) - Zn;u/ [(A)\aa _AJM )(A)\aa _Aaa)\ )} (G38)

Hitro vidimo, da je elektromagnetni napetostni tenzor simetricen kot se spodobi in
zato to polje ohranja vrtilno koli¢ino. Prav tako se lahko prepricamo, da je sled
elektromagnetnega napetostnega tenzorja identi¢no enaka ni¢. To pomeni naslednje:
Ce imamo npr. v skatli zaprto elektromagnetno polje (npr. svetlobo érnega sevanja)
tako, da povzroca v njej izotropen tlak (krajevne komponente napetostnega tenzorja
so Tj; = pdi;), potem je tlak p enak tretjini gostote energije polja (p = 3To0) - to je
seveda znan rezultat. Tudi takole lahko sklepamo: Ce bi mogli narediti elektromag-
netno membrano za balon o katerem je bilo govora v prejsnjem poglavju, bi morala
biti njena ”povrsinska napetost” enaka polovici povrSinske gostote energije. Taka
membrana bi v skladu z rezultati prejsnjega poglavja ne prispevala lokalne grav-
itacije, hitrost zvoka na njej pa bi bila enaka hitrosti svetlobe. Tudi na ta nacin
lahko razumemo zakaj recemo fotonu brezmasni delec, ¢eprav ne smemo pozabiti, da
je komponenta % elektromagnetnega napetostnega tenzorja razlicna od ni¢, zato je
vsako elektromagnetno polje globalno vendarle tudi izvor gravitacijskega polja.

Vidimo, da nastopajo v napetostnem tenzorju elektromagnetnega polja izklju¢no
prvi odvodi komponent polja po koordinatah, zato ga lahko izrazimo tudi s kompo-
nentami elektricnega in magnetnega polja. Bralec se kaj lahko preprica, da jih lahko
zapisemo tudi takole:

11 1 = =
TEM = —(=B*+¢F?*) TEM = ——(E x B);
' = 3B e T (ExB)

1 1 1
TEM = —=6,(soF* + —B?) — o B Ej — —
! 2 J( ’ Ho ) ‘ ’ Ho

Komponenta T predstavlja gostoto elektromagnetne energije, —cTp; so kompo-
nente gostote energijskega toka (Poyntingovega vektorja)

B;B; (G.3.9)
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7.4 Napetostni tenzor gravitacijskega polja

Do napetostnega tenzorja gravitacijskega polja bomo prisli podobno, kot smo
prisli do elektromagnetnega napetostnega tenzorja. Opazujmo gibanje tockastega
delca v gravitacijskem polju. Njegove gibalne enacbe dobimo kot Euler-Lagranzeve
enacbe za Lagranzevo funkcijo (D.22), ki jih zapiSemo v obliki:

d » m o
m%[(ﬁuu—l-hw)zc} — Ehkg,uz)‘x =0 , (G,4,1)

njegov napetostni tenzor pa daje enacba (F.30).
Divergenco napetostnega tenzorja za delec lahko zapisemo (v skladu z nalogo F.4)
v obliki:

Tigyw (@) = m / —gﬂ — &N(r))dr (G.4.2)

Tisto, kar stoji pod integralom razen funkcije ¢ je odvod gibalne koli¢ine po lastnem
¢asu in sicer zapisane v komponentah z indeksi zgoraj. Integrand je na las podoben
prvemu ¢lenu v enacbah gibanja (G.4.1), ¢e smatramo, da vsebuje ta drugi casovni
odvod gibalne koli¢ine po lastnem casu, vendar zapisane z indeksi pri njenih kom-
ponentah spodaj, pri ¢emer smo indeks pri gibalni koli¢ini tokrat spustili s celotnim
metricnim tenzorjem 7, + h,, in ne samo z 7, kot doslej. Razlika med starim in
novim predpisom je seveda v okviru linearizirane gravitacijske teorije nezaznavna,
ker smo do sedaj zavestno zanemarjali clene, ki so vsebovali polje v kvadratni ali Se
vi§ji potenci. V skladu s tem uganemo, da bi bilo smiselno zapisati:

160 @) = m [~ Lo+ h )W) - E)ar (©43)

Enacbe gibanja za delec v gravitacijskem polju se morajo, skladno s umeritveno
invariantnostjo, zapisati v obliki:

T(delc)’u +t;w>y ’ (G44)

pv

pri ¢emer so t,, komponente gravitacijskega napetostnega tenzorja. Ce zdruzimo
(G.4.3) in (G.4.1), vidimo, da moramo divergenco gravitacijskega napetostnega ten-
zorja zapisati v obliki:

tw,” (%) = —/OO Py (x “)(m)2)€ 5"54( — &9(7))dr (G.4.5)

—00

Ko upostevamo se (F.30) uvidimo, da lahko divergenco gravitacijskega tenzorja
zapiSemo z napetostnim tenzorjem delca (podobno kot smo imeli gostoto toka v
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izrazu za napetostni tenzor elektromagnetnega polja):

b (1) =~ rg ()T (GA6)
Kon¢ni izraz za divergenco gravitacijskega napetostnega tenzorja dobimo, ko zamen-
jamo napetostni tenzor za delec z izrazom, za napetosni tenzor kot sledi iz grav-
itacijskega polja za tak delec, to je z levo stranjo enacbe (F.15) deljeno s k. Delo si
mocno olajsamo, ¢e izberemo umeritev (F.16), tako da lahko napetostni tenzor delca
nadomestimo s preprostejso enacbo polja (F.17). V tej umeritvi zapisemo:

v, w 1 W\TAT
tqu (x> = _%hkom(l’ )h )

T

1 — j — —Ao
= — 5 [P (%) = 5ol (@), (G.A7)
Ta izraz ni tezko zapisati v obliki divergence. Odtod pa sledi napetostni tenzor
gravitacijskega polja v obliki:
1 — =i - — 1 e 1—- —

tu = —5[Paou ) v =5 P = (Boosr ) T =5hah})] (G.4.8)

Gravitacijski napetostni tenzor je malce nenavadna fizikalna kolic¢ina. Je simetricen,
kar nam pove, da gravitacijsko polje ohranja vrtilno koli¢ino, vendar pa ni invari-
anten glede na umeritvene transformacije. Zaradi tega temu ”tenzorju” raje recejo
gravitacijski (napetostni) psevdotenzor. Veliko polemike je bilo v literaturi o tem,
kaj je "pravi” gravitacijski napetostni tenzor in zakaj ni umeritveno invarianten.
Kar nekaj pomembnih fizikov je definiralo gravitacijske napetostne tenzorje v ra-
zlicnih umeritveh, ki nosijo njihova imena (Landau, Weinberg, Penrose-Neumann
...). Razli¢ni gravitacijski psevdotenzorji dajo razlicne rezultate za gostoto energije
v konkretnih primerih, vendar se ujemajo v izjavah o celotni gravitacijski energiji
konkretnih gravitacijskih polj. Odkod razlike v pogledu si lahko v grobem pojas-
nimo, ¢e razmisljamo o pomenu energije v fiziki. V klasi¢ni mehaniki smo spoznali
energijo kot abstrakten pojem - kot funkcijo dinami¢nih spremenljivk, ki generira
translacijo v ¢asu. Energija se ohranja, ¢e ni eksplicitno odvisna od ¢asa. V tem
kontekstu torej energija nima kategori¢ne nalepke, ampak jo lahko razumemo le kot
lastnost algebrajske strukture gibalnih enacb. Klju¢na lastnost, ki zagotavlja ohran-
itev energije pa je, da v enacbah gibanja ¢as ne nastopa eksplicitno. Ce prostor te
lastnosti nima ali je ne prepoznamo, potem ohranitev energije pa¢ ni avtomati¢no
izpolnjena, vsaj ne za sistem, ki ne obravnava sprememb prostora kot integralni del
sprememb dinamicnega sistema. Ker je prostor, kot ga definira teorija gravitacije,
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dinamicen in so njegove lastnosti v splosnem eksplicitno funkcije ¢asa, gravitacijska
energija ali katerakoli druga energija ni avtomati¢no ohranjena koli¢ina. Ce pa se
spremembe dogajajo le v omejenem prostoru v blizini izoliranih velikih mas, lahko
govorimo v veliki oddaljenosti od njih o od ¢asa neodvisnem prostoru in zato tudi o
integralu energije po dinami¢nem delu prostora. Razlicni napetostni tenzorji morajo
dati v takih primerih enako celotno energijo izoliranega sistema, ni pa potrebno, da
bi se ujemali v predvidevanjih o lokaciji energije, ker tam, kjer je prostor od casa
odvisen, lokacije energije pa¢ ne moremo natanc¢no dolociti kot smo npr. ze spoznali
v primeru balona s plinom.

Poucno je izracunati gravitacijsko energijo izolirane stati¢ne porazdelitve mas, na
primer gravitacijsko energijo plina v balonu, ki smo ga obravnavali v enem prejsnjih
poglavij. Tam smo videli, da se gravitacijski tenzor E/w izraza s tremi funkcijami
radialne koordinate, ki smo jih oznaéili s hog, f in ¢g. Po G.1.35 lahko zapisemo:

dﬁoo o dlp . HC2

dr — dr  4mr2

m(r) — d%“ (6f(r)+4g(r)) (G.4.9)

Pri ne pregostih balonih je masni ¢len bistveno vecji od ¢lenov z f in g, zato lahko zad-
nja dva pri racunu gravitacijskega napetostnega tenzorja zanemarimo. Tako poenos-
tavljeni tenzor h,, ima od ni¢ razlicno samo komponento g, ki smo jo zgoraj zaradi
preglednejse pisave oznacili s 1(r). Ko to vstavimo v G.4.8, dobimo po nekaj vrsticah
gravitacijski napetostni tenzor v obliki:

foo(r) = — - (8/(1))° (G4.10)
t(r) = =5 ()" [0 — 2P (G412)

Sedaj se moramo ozreti nazaj na enacbe polja F.28 in na identiteto F.31. Ob tehtanju
balona smo namre¢ spoznali, da mora biti vsebovano v izvoru gravitacijskega polja
vse, kar lahko ustvarja tako ali drugacno energijo, torej tudi napetostni tenzor samega
gravitacijskega polja. Na desni strani enacb F.28 mora stati vsota:

Top = TG + tas. (G.4.13)

S tem smo povedali, da morajo biti prave enacbe gravitacijskega polja nelinaerne,
saj kvadrat polja ustvarja dodatno napetost, ki spremeni polje. Dokler je polje tako
sibko kot je bilo pri napihnjenem balonu, smo lahko prispevek lastne gravitacije
zanemarili. Pri tako velikem kupu plina, kot je npr. zvezda, pa to ne pride v postev,
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saj je gravitacija edina, ki drzi plin skupaj. Enacba gibanja, oziroma ravnovesne
enacbe za sferno simetri¢no zvezdo so torej:

TPE" P +tap,” = 0. (G.4.14)

Ker so vse komponente napetostnega tenzorja v tem primeru od casa neodvisne in
so vse komponente 7Tp; enake nic¢, se gornje enacbe reducirajo na:

TR+t =0 (G.4.15)
Sup(r),* —itb’(r)w’(r),i +i (W' (r))? P,k = 0 (G.4.16)
@ . i’@bl(r) i (7’2¢/(7’)) —0 (G417)

dr 4k 1?2 dr

Ko upostevamo G.4.9, F.27 in G.1.33 ter wpoma & pc? ugotovimo, da G.4.17 preide
v
dp  mirelr)
dr r2
kar spoznamo za enacho hidrostaticnega ravnovesja.

=0, (G.4.18)

7.5 Gravitacijski valovi

Do sedaj smo spoznali skoraj popolno paralelnost elektromagnetne in gravitaci-
jske teorije. Zato je upraviceno pricakovati, da se ta paralelnost razteza tudi na po-
drocje valovnega razsirjanja polj. Kot ima homogeni del enach (D.7) (¢e postavimo
Jr = 0) za resitve ravne valove, dobimo podobne resitve za homogeni del enach (F.17).
Gravitacijsko polje ravnega gravitacijskega vala lahko torej zapisemo v obliki:

hyw = Rewe™™ ) | (G.5.1)
n n

pri Cemer so e, (konstantne) komponente polarizacijskega tenzorja gravitacijskega
vala, Re® ™ pa stoji za cos(kyz?), pri ¢emer je k valovni vektor ravnega gravitaci-
jskega vala. Tenzor EW mora ustrezati e umeritvenemu pogoju (F.16), zato mora
biti polarizacijski tenzor ortogonalen na valovni vektor, to je:

ewk” = 0 (G.5.2)

Opazujmo gravitacijski val, ki se razsirja v smeri osi z. Valovni vektor k* ima
komponente k{1,0,0,1} 3, polarizacijski tenzor, ki ustreza gornjim pogojem pa ima

3Vrednost k brez §kode v nadalnjem postavimo na 1.
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v splosnem 10-4=6 neodvisnih konstant in ga lahko zapisemo v obliki:

€o S 9 —&o

€1 a b —&1
e, = G.5.3
me E9 b C —&1 ( )

Vendar opazimo, da lahko kljub vztrajanju pri umeritvenemu pogoju (F.16) ponovno
umerimo gravitacijsko polje z vektorskim poljem oblike (enacba (E.31)):

u(x) = R(iV,e™™) (G.5.4)

pri ¢emer so V, poljubne konstantne komponente umeritvenega polja (ki ohranja
pogoj (F.16)!). Po E.31 in z upostevanjem F.14, so nove komponente polarizacijskega
tenzorja:

ey = e —k Vi — V', + 1,k (G.5.5)

1%

Ce izberemo za komponente

V, = {i(a+c+2e),e1,€2, —£9+ 5 (a+c+2e0)}, dobimo zelo preprost a ekvivalenten
polarizacijski tenzor, ki je ortogonalen tudi na hitrost mirujocega opazovalca in je
brez sledi:

0 0 0 0

o 0 “¢ § o0
eiw =€, 0 z _a= | (G.5.6)

0 O 0 0

Tako umeritev polja gravitacijskega vala imenujemo transverzalno brezsledno umeritev
(T'T umeritev), postopek od G.5.3 do G.5.6 pa T'T redukcijo.

Naloga G.5.1: Pokazi, da ponovna umeritev gravitacijskega polja s poljem iz enacbe
(G.5.4) ne spremi divergence tenzorja h,, in poisci tisti vektor V, ki pripelje do
transverzalne brezsledne umeritve.

TT redukcija je preprosta za gravitacijski val, ki se razsirja vzdolz ene od koordinat-
nih osi, naredimo pa jo lahko tudi za val, ki se razsirja v poljubni smeri, ¢e gornje
postopke zapiSemo v obliki, ki ni odvisna od koordinat. Ker je T'T" umerjeni po-
larizacijski tenzor ortogonalen na valovni vektor in na ¢asovno usmerjeni vektor, je
ortogonalen tudi na ¢asovno usmerjeni vektor in na E, ki predstavlja krajevni del
vektorja k. T'T" umeritev torej projicira na ravnino, ki je pravokotna na vektorja
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U ={1,0,0,0} in & = {0,0,0,1}. Operator, ki projicira tenzorje v to ravnino je:

0000
0100
0000
T'T redukcijo pa lahko z njim zapiSemo v obliki:
1
gTT — PTT'E'PTT — §PTTTI' (PTT~E-PTT) //, (G58)

pri ¢emer TrA oznacuje sled tenzorja A. Operator Prr lahko v splosnem zapisemo
v obliki:

00 0O 0 O 0 0
_ 01 00 0 ngng ngny ngn,
Prr = 0010 0 nyne nyn, nyn, |’ (G-5.9)
0 0 01 0 n.n, n.n, n.n,

pri ¢emer so n; komponente enotskega vektorja n v smeri E(: kn).

Naloga G.5.2: Pokazi, da je Prr res projektor, to je Prr = Prr.Pry. 7 ekspli-
citnim racunom se prepricaj, da prevede operacija G.5.8 polarizacijski tenzor G.5.3
v G.5.6.

Vidimo, da transverzalno brezsledna redukcija vedno uni¢i casovno-¢asovne in
casovno krajevne komponente potencialov h,,, zato je rezultat za amplitudi grav-
itacijskega vala neodvisen od unic¢enih potencialov. Relevantne komponente v trans-
verzalno brezsledni umeritvi dobimo torej samo iz krajevnega dela potencialov, to
je iz 3-tenzorja h® — hi;. Tridimenzionalna projekcija 11" redukcije G.5.8 se torej
zapiSe v obliki:

=TT n ‘= n

W) — p® p® pe) _ L pem, (P<3>.h<3>.P<3>) (G.5.10)
n 2 n n ) b

pri cemer je P\¥ = I® — i krajevni del projektorja G.5.9, I® pa je enotski tenzor
v treh dimenzijah. Ni tezko pokazati, da je gornje neodvisno od sledi tenzorja h(®
zato lahko vpeljemo brezsledni del:

1
q(3) NG —5ijTT[h(3)], (G.5.11)

ij ij 3

s katerim se G.5.10 zapise v obliki:

h® = P® ™ p® — %Pff’)Tr (P,§3>.q<3>.P<3>) (G.5.12)

=TT n
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Naloga G.5.3: Pokazi, da sta izraza G.5.10 in G.5.12 ekvivalentna.

Spoznali smo, da lahko za poljubno usmerjen gravitacijski val vedno najdemo
TT umeritev in vedno si lahko izberemo tak koordinatni sistem, da se val razsirja
samo v smeri osi z. Polarizacijski tenzor vala ima samo dve neodvisni komponenti
in potenciale takega val navadno zapisemo v T"T" umeritvi v obliki:

0,0,0,0 0,0, 0,0
ik-x 07 17 Ov 0 ik-x 07 07 17 0

hw| = R<a+e 0. 0,—1, 0 + axe 0100/ (G.5.13)
0,0,0,0 0, 0,0,0

) Y )

Odtod sledi, da ima gravitacijski val dve polarizaciji ”+”in ”x”. Ce sta amplitudi
obeh polarizacij enaki, fazi pa se razlikujeta za +7 pa pridemo do desno in levosucno
polariziranega gravitacijskega vala, podobno kot pri svetlobi.

Gostoto energijskega toka, ki jo nosi gravitacijski val (Fgy) dobimo, ¢e vstavimo
G.5.13 v G.4.8. Rezultat je:

Fov = === (lax]? + |ax[?) (G.5.14)

7 upostevanjem G.5.6, G.5.13 in G.5.1 lahko to zapiSemo Se v oblikah:

T _7T05T TT «TT G515

GV TR Ge r(g £ ) (G.5.15)
3 .77 - TT

Fav=g=Tr (B 87), (C.5.16)

pri cemer smo oznacili odvajanje po casu s piko, kompleksno konjugiranje pa z
zvezdico. Amplituda ag ne nastopa v napetostnem tenzorju gravitacije, predstavlja
samo valujoco kordinatno transformacijo, zato lahko to amplitudo brez skode zane-
marimo ter koncno zapisemo gravitacijski tenzor ravnega gravitacijskega vala, ki se
Siri v smeri osi z v obliki, ki jo imenujemo transverzalno-brezsledna:

Izraz Py = g v G.5.16 predstavlja mo¢ Py = 3.62 x 1052 vatov, to je strahovita
moc¢, vecja od izseva vseh galaksij v vesolju ali moc, ki bi jo dobili, ¢e bi se vsa masa
Sonca v priblizno petih mikrosekundah pretvorila v energijo. Velikost Fy v G.5.16
nam takoj pove, da morajo biti amplitude gravitacijskih valov res zelo, zelo majhne.
To je seveda razlog, da gravitacijskih valov Se nismo neposredno izmerili, ¢eprav
delujejo ze vsaj trije veliki detektorji (LIGO - 2 detektorja in TAMA), ki skusajo
zaznati gravitacijske valove, ki bi jih oddali dve nevtronski zvezdi, ki se na koncu svoje
poti zlijeta v eno samo ¢rno luknjo. Danasnji detektorji bi tak dogodek zaznali, ¢e
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bi se zgodil na razdalji manjsi od priblizno 250M pc. Zaenkrat je odsotnost detekcije
Se v skladu s pricakovanji, saj zajema polmer 250 M pc premajhno prostornino, da bi
v njem smeli pricakovati zaznavno verjetnost za tak dogodek.

Pomembne izvore gravitacijskih valov lahko iS¢emo samo med kompaktnimi ob-
jekti - nevtronskimi zvezdami in ¢rnimi luknjami, to je v sistemih, ki imajo zelo
kratke orbitalne periode. V nasi Galaksiji poznamo vrsto kratkoperiodi¢nih dvojnih
sistemov (najkrajsa znana perioda je dvojnega sistema je komaj ura in pol) in Sest
med njimi je takih, ki bodo zaradi sevanja gravitacijskih valov v manj kot milijardi
let izgubili toliko orbitalne energije, da se bosta zvezdi dotaknili in se v kon¢nem
vrtincu zdruzili v eno. Take dogodke zZelijo zaznati z detektorjema LIGO in TAMA.

Naloga G.5.4: Kako oddaljene zdruzitve bi morali biti detektorji LIGO in
TAMA sposobni zaznati, da bi lahko pricakovali deset signalov na leto, ¢e je povpreéna
razdalja med galaksijami v vesolju 2.5Mpc? Potrebne podatke najdes v prilogi
Seznam pulzarjev v dvojnih sistemih”.

Moc¢, ki jo seva dvojni sistem v obliki gravitacijskih valov izracunamo podobno
kot izracunamo moc¢, ki jo izseva npr. kroze¢ par pozitivnega in negativnega naboja,
vendar je v primeru gravitacijskih valov racun nekoliko bolj zapleten zaradi tenzorske
narave gravitacijskega polja. Koraki so naslednji:

e Gravitacijske potenciale izracunamo tako, da izrazimo reSitve enacb F.17 z
retardirano Greenovo funkcijo v obliki:

D / ZAGEUTY d“ (G.5.17)
(7 ~in |77 — 7 (tret) " e
pri cemer je tyo = t— |F'— 7" (twet)|/c. V veliki oddaljenosti od mas, ki generirajo
gravitacijske valove so vsi potenciali samo funkcije t — r, zato mora sledi iz
umeritvenega pogoja, da je h,, ortogonalen na ¢etverec {1,n}, pri ¢emer je n
enotski vektor v radialni smeri.

e Zanima nas samo tisti del potencialov, ki padajo sorazmerno z razdaljo, saj
komponente, ki padajo hitreje, ne prispevajo k izsevani moci kot jo merimo v
zelo veliki oddaljenosti. Zgornji izraz razvijemo po 7 in ohranimo samo prvi
¢len:

EW/(F? t) - i?“ /Tuu(ﬁatrot>d37ﬁ- (G518)

Potrebujemo torej samo integrale napetostnega tenzorja krozecih mas po pros-
tornini. Integral najvecje komponente 00 je v prvem priblizku sorazmen masi-
energiji dvozvezdja, ki se ohranja (zmanjsuje se le zaradi sevanja gravitacijskih
valov), zato rezultat vsaj v prvem priblizku ne bo odvisen od ¢asa. Podobno
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je s komponentami 0i, ki v prvem priblizku predstavljajo ohranjeno gibalno
koli¢ino tezisca, zato tudi te komponente v prvem priblizku ni¢ ne prispevajo.
Torej so krajevne komponente 25 prve, ki lahko nekaj dajo; na podlagi prejsnje
razprave o ravnih valovih je to tudi ravno prav, saj samo brezsledni krajevni del
h,, doloca gostoto energijskega toka. Njihov prispevek izracunamo z nasled-
njim trikom: Vemo, da je divergenca napetostnega tenzorja enaka nic, zato
velja:

TV = S [(@'T7), +(@'T7), |

N — DN

(' T%),0 +(2'T™) g +(27TY) 0 + (27T, | (G.5.19)

Tretji in Cetrti ¢len zgoraj predstavljata 3-divergenco. Pri integraciji po pros-
tornini se po Gaussovem izreku prevedata na ploskovni integral oblike [(zT%7)dS,
ki pa gre proti ni¢ ker se s ploskvijo, ki objame mase, teh ne dotaknemo in je
napetostni tenzor na njej enak ni¢, gravitacijski napetostni psevdotenzor pa
zanemarljivo majhen. Zato lahko zapisemo:

iy 1 0 o o
1j 13+ ir0j 702 3
/T d*r —20—8t/(:cT +2/TY) d°F (G.5.20)

Ohranitveni zakon T"",, = 0 zagotavlja Se identiteto:

TV + 2T = (22T,
= (2'2/TY) o + (ZEinTkO) & (G.5.21)

Drugi ¢len je zopet 3-divergenca, katere prispevek podobno kot zgoraj izgine
po integraciji po prostornini. Ko vstavimo G.5.21 v G.5.20 in upoStevamo da
je v limiti §ibkega gravitacijskega polja od vseh prispevkov k T% dale¢ najveéji
pc?, dobimo:

(= K0 13 ,0% 33
_(3) o H —
hij (F,t) = —87TT7;j ; (G.5.23)

Brezsledni tenzor ¢;; zapisemo takole:

qg’) (Ft) = —Qy , (G.5.24)
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pri cemer so komponente tenzorjev

Tii(teet) = /a:’j:)s'ipdgf' (G.5.25)

Q) = [ (2= 512) por
odvisne samo od retardiranega casa.

e Tako napisani gravitacijski tenzor je pri vsakem opazovaliScu ortogonalen na

valovni vektor, ki kaze v radialni smeri (k = k{1, 2%, 2}). Gostoto energijskega
toka gravitacijskih valov vzdolz izbrane smeri n dobimo iz G.5.16, pri cemer
upostevamo, da se QTT izraza z (G.5.12, pri Cemer projicira P,S?’) na ravnino

pravokotno na smer n. Ce upoStevamo identitete (A je simetriéni tenzor):

PP = PP (G.5.26)
Tr(P®) = 2 (G.5.27)
Tr(P®.A) = Tr(A.P), (G.5.28)
lahko G.5.16 zapisemo v obliki:
03 - TT 1
- T <P<3>.'TT.P<3>. - )- | Te(P®g) 2 G.5.29
Fov =gy (T (POATPOGT) < JITPPDE)  (@20)

Celotno izsevano mo¢ dobimo tako, da G.5.29 integriramo po povrsini oddaljene
krogle, oziroma mnozimo z r? in integriramo po prostorskem kotu. Glrde na to,
da je od smeri n odvisen samo projektor PT(L?’), je pametno izbrati koordinatni
sistem v katerem je tenzor Q diagonalen. Integracijo lahko hitro izvréimo
(Mathematica je lahko v pomo¢) in ko izrazimo 8e x z G dobimo:

5¢P
1 /...
=—Tr (0.9 (G.5.30)
5F,
Za konec izracunajmo moc¢ sevanja gravitacijskih valov, ki jo seva dvozvezdje z zvez-
dama mas mq in ms, ki krozita na razdalji a; prva zvezda je na mestu r; = — ml”me adq,
druga pa pri 75 = —"L—ad, pri ¢emer je & enotski vektor vzdolz a. Za ravnino

m1+ma2
krozenja izberemo ravnino z — y, tako da ima & komponente {cos(wt),sin(wt),0}.

Tenzor Q tako zapiSemo v obliki:

1
My 24 ®)

0= (G.5.31)

my + Mo
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Vpeljemo celotno maso sistema M = m; + ms in reducirano maso p = myms/M in
gornje vstavimo v G.5.30, upostevamo se Keplerjev zakon (w?a® = G M) in dobimo:

32G
;CGV = §a4u2w6 (G532)
32GAM3 2
32 a2 (Ry\°
=55 (37) (—) (G.5.34)

V zadnji obliki izraza smo vpeljali gravitacijski radij R, = GM/c*. Ta oblika je
posebej zanimiva, ker nastopa F, v Stevcu. Izsevana moc gravitacijskih valov je
lahko tudi zelo velika, ce preostala Clena nista premajhna kot pri vec¢ini navadnih
dvozvezdij, kjer je orbitalna hitrost le skromnih nekaj ali nekaj 10km/s *; R,/a je
priblizno kvadrat orbitalne hitrosti v enotah hitrosti svetlobe. Pri zelo kompaktnih
dvojnih sistemih, npr. pri dvojnih nevtronskih zvezdah ali pri parih nevtronska
zvezda-crna luknja, pa so orbitalne hitrosti lahko primerljive s hitrostjo svetlobe,
zato taki pari ne morejo biti dolgozivi in zvezdi se zelo hitro spiralita druga v drugo
in naredita bolj masivno ¢rno luknjo. Videti take pojave je ena glavnih motivacij za
gradnjo detektorjev gravitacijskih valov.

8 Gibanje planeta okrog sonca

V enacbah 6.11, 6.15 in 6.16 smo zapisali komponente gravitacijskega tenzorja
za polje okrog "tockaste” mase M. Tukaj bomo nekaj ve¢ povedali o orbitah del-
cev z zelo majhno maso (m < M), ki se gibljejo v gravitacijskem polju mase M.
Lagranzeva funkcija za gibanje delca m v polju mase M je potemtakem v skladu s

4.15:
2GM 2GM

c2r ) + %(1 * c2r )(x2 ++ 22) (H.1)

m -2
L= -1~

Najprej velja poiskati konstante gibanja. Pokazali smo ze, da je sama Lagranzeva
funkcija ena od njih (Naloga 4.2). Ker 2° ne nastopa ekslicitno v Lagranzevi funkeiji,
je tudi impulz prirejen ¢asu, oziroma koordinati 2°, konstanta gibanja. Opazimo e,
da je Lagranzeva funkcija odvisna samo od radialne koordinate (r = /22 + y? + 22),
zato pricakujemo, da se ohranja tudi vrtilna koli¢ina. Konstruirajmo vrtilno koli¢ino

4Pri dvozvezdju Sonce-Zemlja je npr. R,/a = 1078, u/M = 1/300000, tako da je Loy le
skromnih 260 vatov.
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tako, kot smo navajeni v nerelativistiéni fiziki in pokazimo, da je res konstantnal!
Najprej zapisemo komponente gibalne koli¢ine (samo krajevne komponente):

oL 2GM .
D = I = m(l—l— 2r )SLJT]J'Z' (H2)
Uredimo jih v 3-vektor:
. 2GM \ .,
p = m(1+ 2r )T (H.3)

Po gibalnih enacbah 3.3 je v nasem primeru:

dp, 9L _ OL or

= = = H.4
dr oxt or ozt (H4)
oziroma v vektorski obliki: i oL 7
D T
- - = H.5
dr orr (H:5)
Tri-vektor vrtilne koli¢ine definiramo tako kot smo vajeni:
I = Fxp (H.6)
Odvod vrtilne koli¢ine I po lastnem casu je:
dl . .
= FXP+PXpP = 0 (H.7)

Prvi clen za enacajem je nic, ker je gibalna kolicina p'po 8.2(a) vzporedna s hitrostjo
(7), drugi pa je ni¢, ker je odvod gibalne koli¢ine po 8.3(a) vzporeden 7. Ker se
torej vrtilna koli¢ina ohranja, lezi orbita v ravnini pravokotni na vrtilno koli¢ino.
Koordinatni sistem lahko vedno izberemo tako, da lezi orbita v ravnini x —y, vrtilna
koli¢ina pa kaze v smer osi z. V ravnini x — y (2 = 0) je ugodno izbrati polarni
koordinati r in ¢, tako da je:

xr = rcose , Yy = rsing in z=0 (H.8)
Potem je:
T = Tcosy —resing (H.9)
Yy = 7sine—+ rpcosp (H.10)
Tako je:
PR = R (H.11)
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Vrtilna koli¢ina pa ima komponente:

! Yp: — 2Dy Yz —zy

r z 2GM

| = [zpe—ap.| = m(1+ 5 ) | 2 — a2 (H.12)
cr . .

L, TPy — YD Y — Yz

Ker sta z in 2 enaka 0, je o¢itno samo tretja komponenta vrtilne kolicine od nic
razlicna. Ko upostevamo 8.7, dobimo iz 8.9 za to komponento vrednost:

0 =1=1=m(l+ = )r?o (H.13)
Nasli smo pet konstant gibanja:
1 oL 2GM
L=—-mc pp 0 ma®(1 — 2 ) = mey (H.14)
" 2GM
=0 , l,=0 in L=Il=m(l+=—F—)r* (H.15)
cAr

Teh pet prvih integralov nadomesti gibalne enacbe in nudi enostavno pot do kom-
pletne resitve dinamicnega problema.

Preden se lotimo nadalnjega reSevanja problema Se kratka opomba. Masa izvora
gravitacijskega polja (M) nastopa vedno v kombinaciji

. GM
M* merimo v metrih ([M*] = []Z;’f][kg] [;—22] = [m]) in imenujemo gravitacijski polmer

ustrezne mase. M* je prav tako dobro merilo za koli¢ino snovi kot M, le da nismo
vajeni meriti koli¢ine snovi v metrih, ker se do nedavnega pac¢ nismo zavedali zveze
med maso in geometrijo. Zakaj nam je ta zveza tako dolgo ostala skrita, pokaze
ravno razmerje velikosti gravitacijskih polmerov in dejanskih polmerov znanih mas.
Npr. masa Sonca je 2 x 103%kg, njegov polmer pa 700.000km. Gravitacijski polmer
Sonca je le 1.5km (natancneje 1.477km) in je torej skoraj 500.000 krat manjsi od
polmera. Gravitacijski polmer Zemlje je relativno Se manjsi, saj je priblizno 5mm
kolikor znasa, ve¢ kot milijardokrat manj od polmera Zemlje (=~ 6400km). Masa
1.3 x 10*2kg ima gravitacijski polmer enak velikosti protona 107'*m. Tolikéna masa
snovi s tipi¢no gostoto apnenca pa bi predstavljala kar lepo goro s prostornino %km?’.
Torej so vse naSe izkusnje z gravitacijo omejene na podrocja v prostoru, kjer je
g < 1. To dejstvo velja upostevati, ko primerjamo Keplerjeve zakone z ustreznimi
posplositvami teorije gravitacije.
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Zapisimo najprej enachbo orbite, to je enacbo, ki pove odvisnost radialne koordi-
nate r od polarnega kota ¢ (r = r(p)). Do nje pridemo po naslednjih korakih:
a) e smatramo, da je r = r(y), je:
dr dr dy ,

= — = —— = 7r¢ H.1
" dr dy dr re (H.17)

b) ¢ izrazimo z r in [ po 8.10:

l
S S H.18
v mr2(1+ —Mf ) ( )

Tako je po a):

l l 1 d (M*
Lot = _ H.19
et mr2(1+ 24 (M*m>1 2 dgp< ) ( )
¢) Kar ponuja se nova spremenljivka:
M*

u = , (H.20)
r

katere vrednost je v primerih, ki nas trenutno zanimajo zelo, zelo majhna.

d) Upostevamo, da sta L in 7 (glej 8.11) konstanti gibanja in izpisemo 8.1 z upostevanjem
8.8 ter 8.13, 8.14 in 8.15. Tako dobimo enacbo orbite v obliki (pokrajsamo %mc2 in
mnozimo z (1 4 2u)):

o1+ 2u l

2/ 2 2
T, ) (W) (H.21)

—(142u) = —v

Konstanta v povezuje lastni ¢as s koordinatnim ¢asom (glej 8.11), zato mora biti,
vsaj za tiste trajektorije, ki se gibljejo v Sibkem polju, zelo blizu vrednosti 1. Namesto

~% bomo zato zapisali:
P o=1-2u (H.22)

Pri cemer je konstanta u; po absolutni vrednosti veliko manjsa od 1. Ker je tudi
vrednost spremenljivke u na vseh delih orbite veliko manjsa od 1, smemo ¢len }J’gz
razviti v polinom po potencah u. Majhni koli¢ini sta tako u in u;. Pokazah bomo, da
imata enak velikostni red, ¢e orbite niso preve¢ sploséene. Preden zapiSemo enacbo

8.17 v novi preobleki, vpeljemo Se novo oznako:

up = (mﬂf*cf (H.23)
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Pokazalo se bo namrec, da je ug povpreéna vrednost spremenljivke u in je zato tudi
majhna v primerih, ki nas zanimajo. Pod navedenimi pogoji in z oznakama 8.18 in
8.19 prepisemo enacbo 8.17 v obliko:

1
—2uy + 2u(1 — duy) + 8(1 — 2up)u? = —(u'* + u?) (H.24)
Uo
V gornji enacbi nastopajo kolicine, ki so majhne kot u (ali uy ali ug) in koli¢ine, ki so
majhne kot u%. Ker so po privzetku (ki ga bo utemeljil rezultat) koli¢ine velikostnega
reda zelo majhne (u =~ 107® za Zemljino orbito okrog Sonca), smemo vsaj v prvem
priblizku zanemariti koli¢ine reda u? in v tem priblizku ima enacba 8.17a obliko:

1
—2uy 4 2u = — (U +u?) (H.25)
Ug

To enachbo mnozimo z ug, prenesemo 2ugu na desno in dopolnimo ¢lena z u do
popolnega kvadrata. Tako pridemo do enacbe orbite v obliki, ki je znana iz klasi¢ne
Newtonove mehanike za problem dveh teles:

w2(1=222) = W%+ (u— up)’ (H.26)
Ug

u = up [1 1 25—(1) cos(p — goo)} (H.27)

Naloga H.1: Preveri korake, ki vodijo do 8.17, 8.17a in 8.20 in se prepricaj, da
je 8.21 res resitev 8.20 oz 8.20a, pri ¢emer je ¢q integracijska konstanta.

Njena resitev pa je:

Konéno zapisemo enacbo orbite r(p) tako, da v 8.20 namesto u vstavimo r iz
8.16 in oznacimo:

M* 12
o = T e (H.28)
n
Uq l 2
= J1-22 = J1-2 H.29
= ik -2y, (H.29)
Tako dobimo:
To

(H.30)

T 1 — ecos( — o)
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Izrazimo orbito Se v kartezicnih koordinatah! Brez skode izberemo ¢y, = 0 in
pomnozimo enacbo 8.24 z 1 — ecos(y). Upostevamo Se 8.6 in dobimo:

r—er = 71y (H.31)

Clen ex prestavimo na desno in kvadriramo ter upostevamo, da je r? = 22 + y2
Dobljeno uredimo v normalno formo in ostane:

— _To¢ 2 2
(‘T 1—62) ‘l‘ Yy _ 1 (H32)

() &
1—€2 1—€2

Ce je |e| <1 (uy > 0), sta oba imenovalca pozitivna in 8.25 je enacba elipse z osema:

To . To
a = n b =

e N

(H.33)

in ekscentri¢nostjo:

e = V-2 = % . (H.34)

1—¢?
Zamik sredisca elipse 8.25 iz koordinatnega izhodisca je ravno enak goriscni razdalji.
Tako smo pokazali veljavnost prvega Keplerjevega zakona, ki pravi, da so orbite
planetov elipse, katerih eno gorisce je v Soncu.
Drugi Keplerjev zakon je povezan z ohranitvijo vrtilne koli¢ine. Ce vstavimo 8.2
v 8.4 in upostevamo, da je za primere, ki nas ta trenutek zanimajo u < 1, lahko
zapisemo vrtilno koli¢ino v obliki:

[ = mix7F (H.35)

Spomnimo se, da je %F x dr’ ploscina trikotnika, ki ima za stranici vektorja 7 in dr.
Tako je:

. 1
ldr = 2mo7x dif = 2midA (H.36)

Pri tem je dA ploscina, ki jo opise vektor 7 v ¢asu d7, n pa je enotski vektor, ki kaze
v smer vrtilne koli¢cine. Konstantnost vrtilne kolicine torej zagotavlja konstantnost
hitrosti narascanja povrsine A, kar je Kepler izrazil s svojim drugim zakonom.

Pokazimo Se veljavnost tretjega Keplerjevega zakona v limiti u < 1! Enacbo 8.28
integriramo po obhodu planeta okrog Sonca. Na levi strani dobimo vrtilno koli¢ino
(ki je konstantna) pomnozeno z obhodnim ¢asom 7', na desni pa je plos¢ina orbite
(mab - glej 8.25 in 8.26) pomnozena z 2m. Kvadrat te izjave zapisemo takole:

(%)QTQ = 4(mab)’ (H.37)
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. 2 . . . . . y
Razmerje (%) nadomestimo z ry in M* po 8.22, a in b na desni strani pa zacasno

nadomestimo z 7y in € po 8.26. Tako pridemo do izrazov:

3

roM**T? = 4n? o M ( 10 )31 ¢

i-ep ae —e) = - (13
Tako smo pokazali tudi veljavnost tretjega Keplerjevega zakona v priblizku u < 1.

Edina (komaj) merljiva napoved Einsteinove teorije gravitacije, ki se razlikuje
od newtonovske napovedi je prehitevanje planetnih perihelijev. Opis tega pojava je
skrit v clenih velikostnega reda u® v enacbi 8.17, ki smo jih zgoraj zanemarili. Ce
upostevamo Se te ¢lene zapiSemo 8.17a v obliki:

w4+ (1 — 8ug) |u — ug

1—4U1]2 _ 2[% o1 (H.39)

1 — Sug Ol 1 — 8ug U

V tem trenutku je potrebna pazljivost - rezultat, ki bi ga dobili na osnovi gornje
enacbe ni v skladu z eksaktno resitvijo v okviru splosne relativnostne teorije! Kje
ti¢i problem smo pravzaprav ze omenili. Enacbe 6.11 in 6.16 sicer res predstavljajo
resitev enacb gravitacijskega polja tockaste mase, vendar tockasta masa ne more
predstavljti edine mase-energije v prostoru. Masa namre¢ ustvari okrog sebe grav-
itacijsko polje, ki nosi, podobno kot vsako drugo polje, s seboj energijo. V napetostni
tenzor, ki stoji na desni strani enacb gravitacijskega polja 6.18 bi morali zato vkljuciti
tudi napetostni tenzor samega gravitacijskega polja. To pomeni, da stoje v izvoru
polja (7),,) na desni strani enacb 6.18 same komponente polja, ki ga racunamo.
V kasnejSem poglavju bomo pokazali, da je energijska gostota gravitacijskega polja
sorazmerna kvadratu (odvodov) potencialov, podobno kot je gostota elektromagnet-
nega polja (Wgy = ﬁB?Z + %OEQ) sorazmerna kvadratu vektorskega potenciala.
Na desni strani enach 8.16 morajo torej poleg napetostnega tenzorja same mase stati
Se kvadrati (drugih odvodov) potencialov h,,. Zaradi tega so enacbe gravitacijskega
polja nelinearne. Priblizek, da smo upostevali le prispevek mase-energije centralne
mase je upravicen samo takrat, kadar je masa-energija centralne mase (Mc?) veliko
vecja od energije gravitacijskega polja v vsem prostoru. To pa bo skoraj gotovo
res takrat, kadar je masa v prostoru dovolj razredcena, da je vrednost gravitaci-
jskih potencialov v vseh tockah prostora zelo majhna. Ker je ta priblizek za Sonce
zelo dober (hoo|pov.son. =77.5 x 107°) in so planeti poleg tega razmeroma dale¢ od
Sonca, so aproksimacije, ki vodijo do keplerskih orbit upravicene. Pricakovati pa
moramo, da stoje v naslednjem boljSem priblizek za gravitacijsko polje Se dodatni
¢leni ki so sorazmerni kvadratu potencialov. Z drugimi besedami, obratna sorazmer-
nost gravitacijskih potencialov z oddaljenostjo od mase je tocna samo do tega reda;
natancnejsa teorija pa prav verjetno vsebuje Se ¢lene, ki padajo kot 1/r%, 1/r? itd.
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Izpeljevanje natancnih resitev enacb polja bomo prihranili za kasnejsa poglavja, tukaj
navajamo le rezultat. Eksaktne resitve pravijo, da je treba nadomestiti izraza kot
sledi:

2M* 1— M2
1 —ou = 1 - ( @) ~ 1 2u+ 2u? (H.40)
T 1+2r
m N M4 3
142u = 1+ = (1+ . ) ~ 1+ 2u+ Su? (H.41)
T T

> Namesto enacbe 8.17 je treba v skladu z eksaktno resitvijo enach gravitacijskega
polja pisati:

N
27(1 i 5)2 + 1 (u'2 + u?) (H.42)

(=g w

Tako kot prej razvijemo ¢lene v enacbi do velikostnega reda u? (u?, u2). Nekaj stopenj
v tem razvoju sledi spodayj:

(1+35)" =

—(1+2u—|—gu2+...)+72(1+3u—|—14—5u2—|—...)(1+u+§u2—|—...) = i(u’2+u2)

4 Ug
(H.43)
in naprej
15 3 1
Y —1+2u2y’ = 1)+ (= - +... = —(u'2 + u?) (H.44)
2 2 U
Upostevamo Se 8.18 pa lahko zapisemo naprej:
1
—2uy 4 2u(l — 4uy) + 6u? ~ — (u'2 + u?) (H.45)

Uo

Clene z u in u? damo na desno in dopolnimo do popolnega kvadrata, tako kot prej,
pa dobimo:

9 (1 — 4U1)2 Ul] /2 ( 1-— 4U1>2
— —2—| = 1-6 — H.46
ug |~y o ” u” + ( ug) (u o 6 ( )
Ta enacba, ki se od (8.17narobe) razlikuje v glavnem po tem, da pri ¢lenu (u — . .. )>

stoji 1 — 6up nemesto 1 — 8ug, je podobna 8.20, z edino pomembno razliko, da pred

5Zaradi zgodovinske perspektive je treba povedati, da je eksaktna regitev enacb gravitacijskega
polja v okolici poljubno goste mase kot je predstavljajo izrazi 8.30 po obliki druga¢na od originalne
Schwarzschildove resitve, ker je bila najprej zapisana v drugi kalibraciji.
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2
¢lenom [u — uoﬁ] stoji 1 — 6up in ne enica. Kvadratni koren iz tega clena se

zato pojavi kot faktor v argumentu cosinusa. Tako je resitev (preveri!):

u = L~ du [1 + € cos(v/1 — 6ug(p — gpo))] (H.47)

T 6

Pri tem je € prakticno enak € iz 8.22, to je:

¢ = \/1 — 2" 4 Gup — 8uy (H.48)
Uo

Ce primerjamo 8.30 z 8.20 ugotovimo, da se obnasa koordinata r(= L) v obeh

primerih skoraj enako, s to razliko, da se v 8.20 r vrne na isto vrednost po natanko
celem obratu kota ¢ (Ap = 27), v 8.33 pa se to zgodi, ko je /1 — 6ugAp ~ (1 —
3ug)Ap = 2m. To pomeni, da mora narediti kot ¢ polni obhod (27 radianov) in Se
2m3ug radianov, da se vektor r zopet povrne v perihelij. Orbita, ki usteza 8.33 je
torej elipsa, katere perihelij se na vsak obhod premakne za Ay, = 2m3uy radianov
v smeri orbitalnega gibanja.

[zracunajmo hitrost precesije perihelija za Merkur. Njegovi orbitalni podatki so:

aperk = 57.91 x 10%m (H.49)
Eperk = 0.2056 (H.50)

Iz podatka, da je za Sonce
M; = 1.477km (H.51)

in iz gornjih podatkov, izracunamo uy za Merkur:

M~ M~

= = —— = 266x10"" H.52
UQMerk o a(]. . 62) X ( )
Tako je:
_-radianov N
Apprec = 2m3ug = 5.014 x 10 7W = 0.1035” /obhod, (H.53)
oziroma ) bhod
Agprec = 0.1035" ——4155-2 _ 430" /stoletje (H.54)

obhod  stoletje

Merkurjev perihelij v resnici precedira veliko hitreje - za skoraj 600" /stoletje. Ven-
dar so imeli astronomi zaradi vecstoletnega zanimanja za gibanje planetov dovolj
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podatkov, da so mogli natan¢no primerjati racunske napovedi za lege planetov v
okviru Newtonove mehanike z meritvami. Napovedi so se ujemale z merivami, edino
Merkur je kazal 43 sekundno diskrepanco na stoletje. Pred Einsteinom je vecina
smatrala dodatno precesijo perihelija za nenapovedanih 43" na stoletje kot dokaz, da
obstaja znotraj Merkurjevega tira v Osoncju Se en planet. Tak planet so v resnici
iskali pa ga niso nasli. Namesto tega je Schwabe odkril 11 letni cikel Sonceve ak-
tivnosti.

Naloga H.2: Naj planet krozi okrog svojega Sonca (¢ = 0). Pokazi, da bo odd-
aljeni opazovalec izmeril krozilno periodo (P = (1 + §%)T) ki je nekoliko daljsa
od tiste, ki jo izmeri opazovalec na planetu (T - glej 8.28). Zakaj ta pojav ne spada
med standardne teste splosne relativnosti?

9 Gibanje svetlobe v gravitacijskem polju sonca

V prejsnjem poglavju smo izpeljali enacbo orbite (8.17 oz. 8.31) za majhen delec
(m), ki se giblje v polju velike mase (M). Analizo smo omejili na vezane orbite, ker
je bil studij planetnih gibanj stoletja eden vrhuncev astronomije in je bilo mogoce
opazovati tako neznatne pojave kot je precesija perihelija samo pri gibanju, ki je
periodi¢no in tudi zato zelo dobro znano in izmerjeno. Enacba 8.17 oziroma njena
bolj tocna razlicica 8.31 pa dopusca tudi hiperbolicne orbite, ki se centralni masi
priblizajo iz neskoné¢nosti in se vanjo po dovolj dolgem ¢asu vrnejo. Take resSitve
dobimo, ¢e izberemo za u; v 8.25 negativno vrednost. Masivna telesa, ki bi letela po
taksnih orbitah so v Osoncju zelo redka. Poleg tega so opazovanjem dostopna le med
kratkim bivanjem v neposredni blizini Sonca. Zato njihovih orbitalnih parametrov ne
moremo dolociti dovolj natancno, da bi bila zanimiva za preverjanje zakonov splosne
relativnosti. Izjema je svetloba, ¢e smemo smatrati fotone za delce, ki se gibljejo s
to najvecjo mozno hitrostjo. V tem poglavju bomo zato pokazali, kako se gibljejo
fotoni v gravitacijskem polju mase M.

Naloga I.1: Pokazi, da vektor ¢etverec gibalne koli¢ine zelo hitrega delca preide
v vektor gibalne koli¢ine fotona v limiti, ko gre v — oo in m — 0. Proti kateri
vrednosti gre produkt m~y?

V skladu z nalogo 9.1 bomo smatrali foton za zelo hiter delec z v > 1. Enacba
orbite 8.17 preide v tem primeru v:

w1+ 4u) = v +u? | (I.1)
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oziroma v:
(2u072)2 +upy? = (u — 2u072)2 T+ (1.2)

Naloga I.2: Pokazi, da se enacba 9.1 ujema z 8.31 do ¢lenov reda u? (uZ, uou).

Resitev 9.1a je seveda:

1
u = 2ugy? [1 +4/1+ Tug)? cos(cp)] (I.3)

Upostevamo 8.16 in oznacimo:

M*
To
pa lahko orbito namesto v obliki 9.2 zapisemo z 7 in ¢:
- i (L5)
1+ /14 535 cosp
Izraz 9.4 je ekvivalenten 8.24, pri ¢emer je:
7o
= 1 1 I.6
€ + e > (1.6)
Po 8.25 sledi, da je 9.4 enacba hiperbole z osema:
— To — * y — o — *
@« = 5 =2M in b = = = 2M*rg (L.7)

Kot odklona (6) delca (fotona), ki se giblje po trajektoriji 9.4, je kot med asimpto-
tama hiperbole z osema 9.6, torej:

) =5 = (18)

Smiselno je izraziti kot 6 z najmanjso oddaljenostjo delca (fotona) od sredis¢a sonca
(Pmin)- Po 9.4 vidimo, da je r = ry,,, ko je cos = 1 in je torej:
To
1+e

Opazimo Se, da je kot 6 v Sibkem gravitacijskem polju, v katerem veljajo nase enache
zelo majhen, zato je tgf ~ 6. 1z enacb 9.7 in 9.8 tako dobimo:

AM™

[\)

~ M*rg (1.9)

T'min =

0 —

(1.10)

T'min
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Napoved, da se foton odkloni v gravitacijskem polju Sonca za kot €, ¢e se pribliza
Soncu na razdaljo r,,;, je bila v nasprotju s pricakovanji takratne fizike in potrditev
te napovedi, ki je sledila opazovanju zvezd v okolici Sonca med son¢nim mrkom
1. 1919 je bila prvovrstni znanstveni dogodek, ki je utrdil prepricanje, da splosna
relativnost bolje opise naravo kot Newtonova fizika in Maxwellova elektrodinamika.
Sam kot odklona je za Sonce sicer zelo majhen. Najbolj se v gravitacijskem polju
Sonca odklonijo zarki od zvezd, ki prakticno oplazijo Soncevo povrsino, torej tisti
zarki, za katere je 7,,;, = Re, pri ¢emer je polmer Sonca R, = 6.9598 x 10%km. Ti
zarki se zato odklonijo za kot:

4 x 1.47Tkm
0, = = 849 x 107 %d = 1.75” I.11
© T 59508 x 100k o< 107 & (L11)

V zvezi z razSirjanjem svetlobe v gravitacijskem polju velike mase sta znana Se
dva pojava, ki jih splosna relativnost napoveduje drugace kot nerelativisticna fizika.
To sta gravitacijski rde¢i premik in zakasnitev svetlobe, ¢e je na poti med dvema
tockama v prostoru svetloba oplazila veliko maso.

Gravitacijski rde¢i premik ima zelo preprosto razlago. Zato, ker ¢as (z°) ne
nastopa ekslicitno v Lagranzevi funkciji, so resitve enac¢be orbite vedno funkcije rela-
tivnega ¢asa t —tg, pri Cemer je t, trenutek, ko je el foton skozi izbrano zacetno lego
©o0 = {To, Yo, 20}. To pomeni: ce je Sel prvi foton skozi tocko pg ob ¢asu ty in drugi
foton skozi isto tocko ob ¢asu to+ At in gre prvi foton skozi tocko o1 = {x1, 11, 21}
ob ¢asu ty, gre drugi foton skozi tocko i ob ¢asu t; + At. Zakasnitev At je neodvisna
od izbire trenutka t;. Vzemimo, da je v ¢asovnem intervalu At elektromagnetno polje
v tocki p; zanihalo N — krat. V tem istem ¢asovnem intervalu bo At kasneje v tocki
1 elektromagnetno polje ravno tako N — krat zanihalo. Vendar lastni ¢asovni inter-
val, ki ga meri mirujoci opazovalec v tocki po ni enak At. Ce namreé verjamemo, da
je gravitacijska teorija metricna teorija, mora biti merjeni ¢asovni interval po 4.19
enak:

to+At totAt
AT = / \/_(mw + hy )datde” = / 1= hoo(r)dt = /1~ hoo(r)At
to

to

(1.12)
Upostevamo, da je na razdalji r od mase M hoy = 25 = 2M° (Glej 6.16 in 6.17)
in ugotovimo, da izmeri opazovalec v tocki g frekvenco
N
vy = —— (1.13)
Aty/1— 2L

0
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Opazovalec v tocki g, pa izmeri za isto elektromagnetno valovanje frekvenco:

N
v = ———— (1.14)
Aty /1 — 2T
Obe frekvenci se razlikujeta za:
M*  M* M*
Av = 11— 1y & Vsl e 7’0) = _VooroTl(rl_r(]) (L.15)

Pri tem je vy, = % frekvenca opazovane svetlobe, kot jo izmeri opazovalec zelo dalec
od mase M. 1z 9.13 je razvidno, da se svetlobi frekvenca zmanjsuje, ko se ”vzpenja”
iz gravitacijskega polja mase proti ve¢jim oddaljenostim. Ta pojav je komaj mogoce
opaziti na nekaterih ¢rtah svetlobe s Sonca. Ce namre¢ opazujemo frekvenco svet-
lobe, ki jo odda (ali absorbira) npr. kalcijev atom dobimo vedno isto vrednost v
tistem sistemu, kjer atom seva. Ce bi mogli opazovati absorpcijo svetlobe na Soncevi
povrsini na kalcijevih atomih, bi opazili, da pride do nje pri natanko istih frekvencah
kot jih izmerimo za enak poskus na povrsini Zemlje ali na povrsini kaksSnega drugega
telesa. Ko pa svetloba prepotuje od Sonca do Zemlje, se mora vzpeti iz gravitaci-
jskega polja Sonca (in pade v veliko-veliko Sibkejse zemeljsko gravitacijsko polje),
tako da na Zemlji izmerimo nekoliko nizjo frekvenco, oziroma nekoliko daljso val-
ovno dolzino (zato rdeci premik). Po 9.13 je relativno zmanjsanje frekvence:

av _ Ar_ Mg
Vso A N R@Tl

Mg
Re

= (ri — Re) ~ (1.16)
Iz podatkov za Sonce (glej 8.36) izracunamo, da je relativno podaljsanje valovnih

dolzin svetlobe, ki izvira s povrsine Sonca:

g N 1.5km

~ -6
N~ T00.000km = 20 (L.17)

7Z optiénimi meritvami je mogoce doseéi §e veéjo natanénost kot 1076, vendar utrpi
svetloba, ki se absorbira ali izseva na ”povrsini” Sonca, Se druge premike, kot npr.
dopplerski premik zaradi konvekcijskega gibanja zunanjih Soncevih plasti, pa Starkov
premik zaradi fluktuirajocega elektricnega polja ionov v okoliski plazmi. Zaradi teh
pojavov je gravitacijski rdeci premik tezko izlusciti iz natancnih podatkov o polozaju
absorpcijskih ¢rt v Soncevem spektru. Za svetlobo, ki prihaja z belih pritlikavk
(imajo podobno maso kot Sonce in priblizno 100 krat manjsi polmer) je rdec¢i premik
Se priblizno 100 krat vecji, vendar so njihovi spektri zaradi visokega tlaka (in gostote)
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na povrsini precej razmazani, tako da tudi te zvezde niso preve¢ natancno potrdile
gravitacijskega rdecega premika. Najbolj natancno sta pojav izmerila Pound in Re-
bka kar v gravitacijskem polju Zemlje, vendar s pomocjo izredno obcutljive Moss-
bauerjeve spektroskopije. Ta napoved teorije relativnosti je torej dobro preverjena
in jo imamo za pomembno podporo ideji, da mora biti teorija gravitacije metri¢na
teorija.

Zadnji od pojavov povezanih z razsSirjanjem svetlobe v polju velike mase je za-
kasnitev svetlobe. Poskus, ki pokaze tako zakasnitev je naslednji. Opazovalca v
dveh oddaljenih relativno mirujocih tockah v prostoru (p in ) komunicirata s svet-
lobo. Ce med njima ni nikakréne mase, ugotovita, da je za prenos signala med njima
potreben c¢as At = @, pri Gemer je d(p, ) razdalja med tockama p in §. Ce
pa se v blizini poti med opazovalcema znajde velika masa, se Cas, ki je potreben za
komunikacijo podaljsa.

Do casa za prelet fotona med dvema tockama v prostoru pridemo s pomocjo znane
enacbe orbite iz s pomocjo dejstva, da se vzdolz orbite ohranja vrtilna kolicina. Iz
zakona o vrtilni koli¢ini v obliki 8.11c sledi:

*

[ 2M
—dr = (1 +
m r

)r2dg0 (1.18)

Zvezo med parametrom 7 in koordinatnim ¢asom ¢ dobimo iz zakona o ohranitvi
energije 8.11b v obliki:
dt ( ] 2M*

> - ) (1.19)

Ko zdruzimo 9.16 in 9.17 in upostevamo, da je u = MT < 1, lahko zapisemo:

dr =

dt = @(Hzlu)r?d@ (1.20)
Limita 7 je dana z 8.19, zveza med r oz. u in ¢ pa je enacba orbite 9.2. S tem
zapisemo 9.18 v obliki:

2M* 1+ 2% + G5 cosp

dt = (&2 —1)2 : (1.21)
c (1 + € cos cp)2
pri ¢emer sem v skladu z 9.2 zapisal:
1
dugy’ = —— 1.22
07 o (1.22)

Naloga 1.3: Z upostevanjem 8.19 in 9.2 transformiraj 9.18 v obliko 9.19.
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Casovni interval At dobimo tako, da integriramo 9.19 na obeh straneh. Za ta
namen si oglejmo integral:

24142 €+ 1)2 — 4esin® £
I((p;e):/e +1+ ecoszapdgo _ / ( ) 2 ~dp =
(14 €ecosp) [sin2 £ 4 cos? & — € sin? £ + ecos? %}

_ /(e—l—l 2(tg*L + 1) —detg’s  dy
[(e+1) - ( —1)tg2g]” cos®3
tg?L + ()2
= / g+12 <62_;)2dtgg (1.23)
(&5 — tg*8]
S substitucijo z = tg¥Z pridemo do integrala oblike:
at + 22 1-a® a—2z 1+ad* =z
——dz = 1 1.24
/(az—z2)2z 4a na+z+ 2 a?—2? (1.24)
Tako dobimo za casovni interval:
e+l Y P2
ta AM* tg¥ 1 = —tgk
At:/ dt = €2 —1e % 290 In 1 2
4 c e+1—(e—1)tg?>s 2/ -1 <1y g2
(1.25)
2
Notacija [ . ] pomeni, da moramo izrac¢unati vrednost oglatega oklepaja za o = o
¥1

in od njega odsteti vrednost oglatega oklepaja za ¢ = ¢;. Prvi ¢len preoblikujemo
po naslednjih korakih: stevec in imenovalec mnozimo s cos? £ in upostevamo, da je
singp = 2sin£cos £ in cosp = cos® £ — sin? s Upoétevamo se 9.5 v obliki ry =
2M* (e —1). V drugem ¢lenu pa nadomestlmo 6“ = tg%2, pri cemer je oo kot, ki ga
oklepa asimptota (hiperboli¢ne) orbite z osjo koordlnatnega sistema (ki je orientirana

od goriséa hiperbole proti temenu). S temi ugotovitvami lahko zapisemo 9.23 v obliki:

¥2
1 i 2M*  tg22 —tgt
At = fostmy 2,1 T (1.26)
c /1_L1—|—ecosgp c tg —I—tg
€2 P1
Faktor —= pri prvem ¢lenu je enak 1 do drugega reda v majhni kolic¢ini, preostali del

\/_
prvega Clena pa prepoznamo kot (7 sin [pq|+r7 sin |¢1|) /¢, to je (zopet z natanénostjo

do drugega reda) razdalja med zacetno in koncno tocko deljena s hitrostjo svetlobe.
Ta ¢len da klasicni izraz za cas preleta med tockama 71”7 in 72”. Drugi logaritemski
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clen pa je relativisticni popravek. Oglejmo si gal Kot ¢y = 5 + g (glej 9.9) je za
neznatnih 6/2 vecji od 7. Zato je tg ~ 1+ g. Kadar je foton ze zelo dale¢ od
Sonca (12 >> Tmin) je kot ¢, je le malo manjsi od g, zato je tg%2 ~ 1+ %/. Podobno
velja za cas, ko je foton oddan na razdalji r; (> rmin); tedaj je o = =5 — 9. Tako
je § — 0’ kot med izhodno asimptoto orbite in radij vektorjem ry, # — @ pa kot med

vhodno asimptoto orbite in radij vektorjem . Zato je

. / D T'min
sin(0 —¢) = = & (1.27)

n -
sin(@—0) = p/r; ~ 2= (1.28)

™

Pri tem je p oddaljenost asimptot od goriséa hiperboliéne orbite; za zelo malo ukrivl-
jene orbite (€ > 1) je p & rpi,. © Relativistiéni popravek za cas preleta fotona (dt)
- drugi ¢len v 9.24 - je tako:

* 0 0’ * 0 0
2Mr 145 -1-5 2M* 1454145

ot = — n =+ :
c 1+5+1+% ¢ 14f-1-2

(1.29)

Ko upostevamo 9.25 in dejstvo, da so koti 0, €' in 6 zelo majhni, pridemo do
koncnega izraza:

AM* | 2./
5t = AR (1.30)
(& Tmin

Zakasnitev raste torej logaritemsko, ko se zarek giblje vse blize in blize veliki masi
M. Merilo za skalo je morda presenetljivo geometrijsko povprecje razdalj oddajnika
in sprejemnika od velike mase. Za Sonce je = ~ 6km/300.000km/s = 20us,
tipicna razdalja je astronomska enota - razdalja med Zemljo in Soncem (la.e. =
150 x 10%m), najmanjsa oddaljenost med Zarkom in srediscem Sonca pa je seveda

polmer Sonca. Tako je

300 x 10%km

~ 12 1.31
700.000km Ops (I.31)

5tZem—planet ~ 20,“5 X In
Najvecja zakasnitev ni kaj posebno velika - ustreza ¢asu v katerem preleti svetloba
razdaljo 36km. To zakasnitev so merili na radijskih signalih, ki so jih odbijali od
Venere in Merkurja, ko sta zahajala za Soncem. Rezultat se ujema z napovedjo
splosne relativnosti, ceprav je treba povedati, da meritev nikakor ni enostavna,

6Pokazi, da je p = =2. Ko upostevas 9.8, je jasno, da je za malo ukrivljene orbite p ~ 7
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saj je zakasnitev komaj vec¢ja od ¢asa preleta svetlobe od vrha do dna Venerinih
in Merkurjevih gora. Razen tega se zaradi logaritemske odvisnosti zakasnitev zelo
pocasi spreminja s ¢asom. Rezultat je zato potrjen "le” z 10 odstotno natancnostjo,
njegova potrditev pa zaokroza klasi¢ne napovedi splosne relativnosti v Soncnem sis-
temu.

Opomba o gravitacijskih lecah

Videli smo, da se v teoriji gravitacije svetloba lomi v polju mase. To pomeni,
da gravitacijsko polje lahko sluzi kot opti¢no sredstvo, ki preslika oddaljene objekte,
torej kot leca. Vendar se gravitacijske lece razlikujejo od navadnih lec. Pomembna
razlika je ta, da gravitacijske lece obicajnih astronomskih objektov tipi¢no nimajo
velike lomne moci. Videli smo npr., da se zarek, ki oplazi Sonce zlomi komaj za 1, 75”.
Ta kot je podoben za druge zvezde in seveda pada, kot smo pokazali, z oddaljenostjo
zarka od tezisca zvezde. Torej je zvezda lahko le zelo Sibka leca s premerom, ki ni
dosti vecji od nje same. Vprasati se moramo ali je pri opazovanju zvezd preslikava
z gravitacijsko leco ne samo mozna, ampak tudi verjetna. To pomeni, ali so zvezde
na nebu dovolj gosto posejane, da obstaja zadostna verjetnost za to, da sta za nas
dve zvezdi tako poravnani, da bliznja od para gravitacijsko preslika bolj oddaljeno.
V naslednjem odstavku bomo ocenili to verjetnost.

Stevilo preslikanih objektov na danem delu neba (ki oklepa npr. prostorski
fot AQ) proti stevilu vseh objektov na tem delu neba, je prostorski kot pod ka-
terim vidimo vse lece v (€;) proti prostorskemu kotu opazovanja (Af2). Ocenimo to
razmerje za zvezde v nasi Galaksiji. Gostota zvezd v nasi okolici (n,) je okrog 1pc=3
(parsek je priblizno 3 svetlobna leta), vidimo pa jih do razdalje nekako dveh kilo-
parsekov (D = 2 x 103pc). Razdalja D je nekako srednja ocena, ki sledi iz zakljucka,
da se Galaksija v smeri pravokotno na njeno ravnino ze malo prej konca, v smeri
proti sredisc¢u pa nas pogled v dosti vecje oddaljenosti preprecuje galaktiéni plin. V
prostorskem kotu AQ2 bomo torej videli tipicno AN zvezd, pri Cemer je:

AN =~ n AV =~ %n*D?’AQ ~ 3 x 10°AQ (1.32)

Prostorski kot pod katerim vidimo te zvezde pa ocenimo takole: Vzemimo, da so
vse zvezde podobne Soncu, torej imajo polmer R, = 700.000km = 2.3 x 10~%pc.
Zvezdo na razdalji r vidimo pod prostorskim kotom §Q = 7 R2/r2. Stevilo zvezd, ki
jih vidimo v plasti oddaljeni r in z debelino dr (v prostorskem kotu AQ) je dN =
nr2AQdr. Prostorski kot pod katerim vidimo vse te zvezde skupaj je dN x 69,
prostorski kot pod katerim vidimo vse zvezde na izbranem delu neba (AQ) pa je
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oCitno:

P mR; 2 2 —12
Q0 = ( )n*r AQdr = TR:Dn,AQ ~ 3.2x 1077 x AQ (1.33)
0

r2

Verjetnost (€;/AQ), da je zvezda slucajno za gravitacijsko leco druge zvezde je torej
izjemno majhna; tudi ¢e jo pomnozimo s Stevilom vseh vidnih zvezd je produkt
manjsi od 1. Zato ne moremo pricakovati, da bi preslikava z gravitacijskimi lecami
igrala zaznavno vlogo pri opazovanju zvezd.

Polozaj se spremeni, ¢e namesto o zvezdah govorimo o galaksijah. Za povpre¢no
galaksijo vzemimo za grobo oceno naslednje podatke: naj bo velikost tipi¢ne galaksije
(R,) priblizno toliksna kot je velikost jedra nase Galaksije, njena masa (M,) pa enaka
masi nase Galaksije, to je R, ~ 3kpc in M, ~ 10" M. Pouceni bralec bo morda
ugovarjal, saj nasa Galaksija ne spada ravno med pritlikavke, pa tudi njeno celotno
maso smo spravili v jedro, kar ni to¢no res (¢eprav je velik del njene mase v resnici
v jedru). Rezultat bomo zato vzeli s primerno rezervo kot zelo grobo oceno. Taka
"tipicna” galaksija odkloni svetlobne zarke, ki jo oplazijo, prav tako kot Sonce za
kot 0 ~ 4GM, /Ry ~ 1.5", torej bomo rac¢unali prav tako kot prej, da je velikost
gravitacijske lece, ki jo tvori galaksija, priblizno enaka njeni velikosti R,. Prostorski
kot €, pod katerim vidimo gravitacijske lece vseh galaksij izracunamo natanko tako
kot v 9.29, le namesto velikosti zvezde (R,) moramo pisati velikost galaksije (Ry),
namesto gostote zvezd pisemo gostoto galaksij (n, =~ 1Mpc™'), namesto globine
pogleda v Galaksiji (D) pa pisemo globino pogleda v vesolje (cH ! ~ 3Gpc). Stevilo
vseh "vidnih” galaksij je tako

1
AN, ~ n,AV =~ 5ng(c}ﬂf—l)?’mmgx 10°AQ (1.34)

Prostorski kot pod katerim vidimo gravitacijske lece teh galaksij pa je po 9.29*:

cH™1 7.“1'_‘{2
O = / (T—29>ngr2Aer = mR2cH 'ngAQ ~ 0,08 x AQ (L.35)
0
Izracunali smo, da je verjetnost za to, da je na poljubnem delu neba gravitacijska
leca neke galaksije 8 odstotna. Ta stevilka je ogromna! Verjetno je kar za nekaj
velikostnih redov prevelika, pa tudi ¢e je desettisockrat prevelika, bi moralo biti
kakih 10° galaksij v vesolju za nas za gravitacijsko leco druge galaksije. Velikosti
te Stevilke so se marsikateri astronomi zavedali ze pred precej leti in so iskali slike,
ki bi kazale na preslikavo z gravitacijsko leco. Kot je pogosto res, se sreca ni nas-
mehnila sistematicnemu iskalcu tega pojava, pa¢ pa sistematicnemu preiskovalcu
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neba, angleskemu astronomu Davidu Walshu, ki je prvi nasel dva kvazarja zelo blizu
na nebu z enakima rdecima premikoma in enakima spektroma (1979). Meritve so
kmalu potrdile, da sta oba kvazaraja s skupnim imenom dvojni kvazar 09574561 7
sliki enega objekta, ki ga preslika v dve sliki gravitacijska leca galaksije na poti med
kvazarjem in nami.

Preslikava z gravitacijsko leco je lahko razmeroma komplicirana - to je druga ra-
zlika med opticnimi in gravitacijskimi lecami. Gravitacijske lece imajo namrec¢ to
lastnost, da lahko pomnozijo sliko objekta, ki ga preslikujejo. ” Tockasta” masa npr.
preslika oddaljeno tockasto svetilo v dve sliki, kot je prikazano na sl. 4. Centralni
zarek vsake od obeh slik lezi o¢itno v ravnini izvor, sredisc¢e gravitacijske lece, opazo-
valec. Ker pa se zarek, ki gre blize masi lahko bolj lomi od tistega, ki gre mimo nje na
vecji razdalji, obstajata, Ce je gravitacijska leca tockasta masa, vedno dve hiperboli
v nadi ravnini, ki objameta ”tockasto” leco. Ce je gravitacijska le¢a razsezna, pa
seveda lahko pride do sencenja enega ali pa celo obeh zarkov. Kaze, da je dvojni
kvazar 09574561 lep primer take gravitacijske preslikave, kjer oba zarka nemoteno
obletita maso gravitacijske lece.

10 Orodja geometrije v n-razseznih prostorih

Do sedaj smo spoznali, da je teorija gravitacije relativisticna teorija, ki je in-
variantna glede na lokalne Lorentzove transformacije in je torej teorija, ki za svoj
opis zahteva Stirirazsezni prostor-cas. Ugotovili smo tudi, da je mo¢ razumeti grav-
itacijske potenciale kot komponente tenzorja, ki doloca metri¢ne relacije v prostoru.
Veckrat recemo, da je sploSna teorija relativnosti teorija ukrivljenega prostora-casa.
Od klasi¢ne newtonovske fizike so torej splosna relativnost razlikuje v dveh potezah.
Prostor, v katerem se godi splosna relativnost je Stiri-razsezen in ne tri-razsezen,
kot v newtonovski fiziki, razen tega pa ima prostor svojo dinamiko, ki je doloc¢ena
v harmoniji z gibanjem snovi. Klasi¢ni vektorski racun, ki operira z vektorji v 3-
razseznem ravnem prostoru je zato ze v okviru specialne relativnosti uporaben samo
z dolo¢enimi reinterpretacijami. Tako je npr. tezko razumeti z nazornimi sred-
stvi zakaj merimo polje, ki je v enem inercialnem sistemu c¢isto elektricno polje, v
drugem inercialnem sistemu kot kombinacijo elektri¢nega in magnetnega polja. V
okviru delitve na prostor in cas je tezko razumeti napetostni tenzor, ki je bistvena
karakteristika vsakega polja v prostoru. Splosno relativnost pa je Se posebej tezko

"stevilke v imenu povedo polozaj kvazarja na nebu; njegova rektascenzija je 9"57™"  deklinacija
pa 56, 1°.
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razumeti, ¢e dosledno vztrajamo pri lo¢itvi na krajevne in casovne komponente. Ena
glavnih ovir pri formulaciji sodobnih kovariantih teorij polja, od katerih je splosna
relativnost pomemben predstavnik, je bila ¢loveska dvatisocletna izkusnja z ravnim
3-razseznim evklidskim prostorom. Pojme evklidske geometrije spoznamo ze tako
zgodaj v zivljenju, da se nam zdi nenaravno in nemogoce, da bi bila geometrija
lahko tudi drugacna. Sele po nastanku splosne teorije relativnosti se je zacel rojevati
novi pogled na geometrijo in predvsem na diferencialno geometrijo, ki danes bistveno
olajsa ne samo razumevanje struktur splosne relativnosti, ampak tudi razumevanje
struktur drugih teorij polja. V naslednjih poglavjih si bomo zato ogledali nekatere
pojme diferencialne geometrije. Moja zelja je bralca prepricati, da je mogoce na ge-
ometrijo gledati tudi drugace kot z Evklidovimi o¢mi in da je tak pogled dovzetnejsi
za posplositve. Ker nisem matematik, ne nameravam posameznih korakov strogo
dokazovati, ampak zelim le pokazati, kako je mogoce uporabljati novo orodje na ze
znanih zgledih. Zato bom pogosto obravnaval znane pojme v 3-razseznem evklidskem
prostoru, vendar na nacin, ki omogoca preprosto posplositev na vec-razsezne pros-
tore. Pomemben rezultat tega poglavja je posploseni Gaussov izrek. V posebnem
primeru, ko integriramo po zakljuceni ploskvi, preide v klasi¢ni Gaussov izrek, ki
pravi, da je integral vektorskega polja po zakljuceni ploskvi, enak integralu diver-
gence tega polja po prostornini, ki jo ta ploskev objema. Tudi Stokesov izrek, ki
govori o integralu vektorskega polja po zakljuceni krivulji, je poseben primer pos-
plosenega Gaussovega izreka. Ta dva izreka, ki sta igrala tako pomembno vlogo pri
dokazovanju ohranitvenih zakonov v klasi¢ni elektromagnetni in newtonovski grav-
itacijski teoriji, nadomesti posploseni Gaussov izrek, ki je kljuen za razumevanje
prakticno vseh ohranitvenih zakonov v teorijah polja. Na koncu tega poglavja bomo
na kratko zapisali enacbe elektromagnetnega in gravitacijskega polja v novi obliki in
se, upam, prepricali, da so v tej preobleki elegantnejsi in preprostejsi ter zato laze
dojemljivi.

10.1 Mnogoterosti v n razseznih prostorih

V trirazseznem evklidskem prostoru, ki smo ga vajeni iz vsakdanjega zivljenja,
se zavedamo trirazseznih mnogoterosti - to so mnozice tock, ki pripadajo notranjosti
geometrijskih teles, dvorazseznih mmnogoterosti, to so mnozice tock, ki pripadajo
povrsinam in enorazseznih mnogoterosti, ki so mnozice tock, ki pripadajo krivuljam.
V koordinatnem sistemu x, y, z lahko opisemo krivuljo s tremi zveznimi in zvezno
odvedljivimi funkcijami enega parametra, npr, s, ki monotono narasca vzdolz krivulje
(x = f(s), y = g(s), z = k(s)). Enorazsezna mnogoterost je lahko odsek krivulje,
definiran na (odprtem) intervalu, ki ga zavzame parameter s. Zahteva po neskonéni
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zvezni odvedljivosti funkcij f, ¢ in k je postavljena zato, da smemo te funkcije v
okolici vsake tocke na krivulji na poljubno majhnem intervalu poljubno natancno
aproksimirati s Tayljorjevo vrsto. V dovolj majhni okolici tocke na krivulji zadosca
za opis krivulje le linearni ¢clen v s, zato je v tej okolici krivulja poljubno natancno
aproksimirana z (poljubno majhno) daljico. Premico lahko predstavimo s tremi
linearnimi funkcijami parametra s, npr.:

x = ssinfy cos gy + X
y = ssin by sin g + Yy
z = scosby + Zy (J.36)
Kota 6y in ¢y dolocata njeno smer, izhodisce pa tocka s koordinatami Xy, Yy in Zj.
Na podoben nacin lahko predstavimo ploskev - dvo-razsezno mnogoterost - s
tremi neskonénokrat odvedljivimi funkcijami dveh parametrov « in v. Ravnino lahko
zapiSemo z linearnimi funkcijami:
T = e11u + eu + X(]
Yy = €U + €99V + Yb
Z = e31U+ €320 + Z(]
Tukaj so ey, in ex; (i = 1, 2, 3) komponente dveh (nekolinearnih) vektorjev, ki

lezita v ravnini, Xg, Yy in Z; pa so koordinate ene od tock v ravnini. Enacbe torusa
SO npr.:

r = (a+bcosv)cosu
y = (a+bcosv)sinu
z = bsinv (J.37)

Tu sta a + b zunanji polmer in 2b debelina torusa.

Naloga J.4: Katero ploskev predstavljajo enacbe:

CoSs U
X —
CLco.shv
sin u
Yy —
acoshv
Z = atanhwv (J.38)

Ali znate izraziti to ploskev Se s kakimi drugimi koordinatami? Ali lahko uganete
katera je tista lepa lastnost koordinat v J.38, zaradi katere so izbrane?
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Poljubno kompaktno, odprto mnozico na ravnini, torusu ali drugi gladki ploskvi,
si lahko predstavljamo kot dvorazsezno mnogoterost. Paralelogram je npr. mnozica
tock v ravnini 7?7 za katere velja u; < u < ug in v; < v < vo. Rob paralelograma
tvorijo stiri daljice, ki so dane z ena¢bami 10.2 ¢e postavimo i) u = u; , v; < v < Vg,
Hv=v, uy <u<ug i) u=uy, 11 <vV<veiniv) v=uvy, ug < u < Us.

Trirazsezno mnogoterost v prostoru si predstavljamo kot notranjost geometrijske-
ga telesa. V trirazseznem evklidskem prostoru lahko izrazimo koordinate x, y in z
v notranjosti telesa s tremi neskon¢énokrat odvedljivimi funkcijami treh parametrov
u, v in w. Primer trirazsezne mnogoterosti je odprta mnozica tock, ki ustrezajo
pogojem u; < u < us , v < UV < vy, wy < w < wy. Valj je npr. mnozica tock, ki
ustrezajo pogojem r < a, 0 < ¢ < 27 in 0 < z < h, pri cemer so koordinate x, y in
z izrazene z r in ¢ kot:

T = rcose y = rsing z=2z (J.39)

V trirazseznem prostoru seveda ne obstajajo mnogoterosti z dimenzijo vecjo od
tri. Ni pa si tezko predstavljati n (n > 3) razseznega prostora, v katerem pri-
pada vsaki tocki n kartezi¢nih koordinat. p-razsezno mmnogoterost v tem prostoru
(p < n) si lahko predstavljamo kot mnozico tock, katerih kartezicne koordinate so
neskonénokrat zvezno odvedljive funkcije p parametrov.

Povejmo, da ta definicija p-razsezne mnogoterosti ni najbolj splosna. Mnogoterost
smo namre¢ predstavili kot strukturo, ki je vlozena v n-razsezni evklidski prostor.
Eksistenca n-razeznega evklidskega prostora pa ni potreben pogoj za eksistenco mno-
goterosti. Mnogoterost lahko obstaja ne glede na vlozitev v nek vec-razsezni evklidski
prostor. Temu je tako, ker je geometrija mnogoterosti v sebi zakljucena. 7 drugimi
besedami, vse lastnosti mnogoterosti je mogoce izmeriti samo z meritvami v njej
sami; nobena lastnost ni ugotovljiva samo z meritvijo v prostoru, v katerega je ta
mnogoterost vlozena.

Filozofska razlika med pogledom na mnogoterost kot zakljuceno strukturo in na
mnogoterost kot del evklidskega prostora je lahko velikanska. Ce je prostor-cas mno-
goterost - kot vecina misli da je - ali je samozadostna struktura ali pa je le del
veliko vecjega evklidskega prostora? Ce je prostor-cas le vlozeni podsistem, potem
se postavlja vprasanje o pomenu dodatnih dimenzij. Zakaj se potem zavedamo samo
stirih dimenzij, kako priti v, oziroma spoznati dodatne dimenzije itd. Taka vprasanja
so si ljudje ze zastavljali. Iskali in dobili so vlozitve nekaterih znanih mnogoterosti,
ki ustrezajo resitvam Einsteinovih enach gravitacijskega polja. Pokazalo se je, da
je razseznost evklidskega prostora, ki je potreben za vlozitev dane mnogoterosti,
odvisna od stopnje simetrije mnogoterosti. Cim bolj je mnogoterost simetri¢na, tem
manj dodatnih dimenzij potrebujemo, da jo vlozimo v evklidski prostor. Pravijo
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pa, da je mogoce v 81 dimenzionalni evklidski prostor vloziti vsako 4-razsezno mmno-
goterost - lepa tolazba! Lahko recemo, da ta pogled ni rodil plodnih rezultatov. Opa-
zovanje narave nam ne daje nikakrsnega namiga, da bi obstajalo veliko stevilo dodat-
nih dimenzij prostora, teoreti¢ne raziskave pa tudi niso prisle do namigov o prednosti
takega pogleda na svet. Zato danes vlada konsenz, da je prostor-cas samozadostna
mnogoterost. To prepricanje so Se pred nedavnim utrdili mnogi matematiki in fiziki
oz. fiziki in matematiki (Penrose, Geroch, Newmann, Rindler in drugi) z ve¢ izreki,
ki kazejo, da je mogoce nekatere zelo stroge zahteve za to, da bi bila mnogoterost
samozadostna struktura celo omiliti pa se samozadostnost Se vedno ohranja.

10.2 Simplektiéne strukture in klinasti produkt

Pomembna lastnost mnogoterosti je njena mera. Za krivuljo je to njena dolzina,
za ploskev povrsina, za geometrijsko telo prostornina itd. Pomembna lastnost mere
je ta, da je mera mnogoterosti enaka vsoti njenih sestavin. Krivuljo lahko razrezemo
na krajse odseke tako, da ima vsak naslednji odsek zacetek, ki je poljubno blizu (a
ne pripada) tocki, ki je poljubno blizu konca prejsnjega odseka. Povrsino lahko ses-
tavimo iz samih trikotnikov (triangulacija), prostornino lahko sestavimo iz majhnih
tetraedrov in podobno naprej za vecrazsezne mnogoterosti. Zato je vredno govoriti
o meri podmnogoterosti, katere vse linearne razseznosti so lahko poljubno majhne,
saj lahko sestavimo mnogoterost z ve¢jo mero iz samih majhnih sestavin. Ce si pred-
stavljamo p-mnogoterost vlozeno v n-razsezen evklidski prostor, so koordinate tock,
ki ji pripadajo, neskon¢nokrat zvezno odvedljive funkcije afinih parametrov. Zato je
infinitezimalno kratek odsek 1-razsezne mnogoterosti prakti¢no nelocljiv od daljice,
povrsina z majhnimi linearnimi razseznostmi je prakticno nelocljiva od ravne ploskve
itd. Z drugimi besedami, v dovolj majhni okolici je geometrijska struktura poljubne
p razsezne mnogoterosti prav taka kot geometrijska struktura ”enakega”objekta v
ravnem (evklidskem) prostoru. Mnogoterost je definirana kot struktura, ki ima to
lastnost ne glede na to ali je vlozena v nek vecrazsezen evklidski prostor ali ne.

Za mero eno-razsezne mnogoterosti vzamemo njeno dolzino. Ugodno pa je daljici
pripisati Se vektorski znacaj, da lahko med seboj locimo enako dolge, a drugace
usmerjene daljice. Pravimo, da daljice spadajo med enodimenzionalne simplekti¢ne
strukture. Usmerjane daljice (in vektorje) v poljubno razseznem prostoru bomo
oznacevali s podértanimi malimi ¢rkami kot npr. a.

Najpreprostejsa dvorazsezna mnogoterost je trikotnik. Omejujejo ga tri daljice -
imenujmo jih a, b in ¢ -, katerih vektorska vsota je enaka 0:

a+b+c=0 . (J.40)
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Kot vemo iz elementarne geometrije, je ploscina trikotnika enaka polovici produkta
stranice z visino nanjo. Ker lahko izrazimo visino z drugo stranico in kotom med
prvo in drugo stranico, mora biti plos¢ina trikotnika izrazljiva samo z dvema strani-
cama. Rekli bomo, da pripada plosc¢ini trikotnika dvodimenzionalna simplekti¢na
struktura. Njena velikost je plos¢ina trikotnika, njen znacaj (karkoli ze je) pa je
znacaj dvodimenzionalne simplekticne strukture. To posploSeno plos¢ino oznacimo
z A in jo zapiSemo kot klinasti produkt med dvema vektorjema, ki jo dolocata:

1
A = §Q/\[2 (J-41)

Lastnosti klinastega produkta morajo biti taksne, da ima ploscina A vse lastnosti, ki
sledijo iz osnovnih aksiomov geometrije. Tako je plos¢ina neodvisna od tega, kateri
par med tremi stranicami trikotnika uporabljamo v racunu. To zapiSemo takole:

24 = aANb = bAc = cha (J.42)

Iz izrekov o podobnih trikotnikih sklepamo, da se plos¢ini dveh enako orientiranih
podobnih trikotnikov razlikujeta samo za sorazmernostni faktor, ki je enak razmerju
vrednosti plos¢in obeh trikotnikov. Ker so pri podobnih trikotnikih istolezne stranice
v enakih razmerjih (npr. «), mora veljati:

(aa) A (ab) = o*(aAb) (J.43)

7 osnovnimi sredstvi geometrije znamo izracunati tudi, da se trikotnikova ploscina
poveca za a-krat, e mu raztegnemo stranico a za a-krat in ohranimo stranico b,
stranica ¢ pa se skladno z J.40 spremeni v ¢ — —aa — b. Ta rezultat je preprosta
posledica dejstva, da je ploscina trikotnika enaka polovici produkta katerekoli stranice
z viSino nanjo. Stranica a se je v naSem primeru podaljsala za a-krat, viSina na a
pa ostaja ista, ker se je stranica b ohranila tako po velikosti kot po smeri glede na a.
Zato smemo zapisati:

(@) Nb = alaNb) (J.44)
Ali se bolj splosno:
(aa) A (Bb) = aB(anb) (J.45)
Ce kombiniramo J.40, J.42 in J.45 dobimo:
(aB)@Ab) = () A(~oa—fb) = ~(afbA(at D) (140
Oziroma za vsak par o,  # 0:
anb = ~bA(a+ D) (J.47)
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Za [} < « dobimo iz gornjega:
alNb = —DAa (J.48)
Razen tega mora v skladu z 10.2.7 in 10.2.8 veljati za vsak A:
aNb = ah(b+ M) (J.49)

Odtod sledi, da je operacija A tudi asociativna. Ce namreé lezijo trije vektorji a, b
in d v isti ravnini velja
aN(b+d) = aNb+and (J.50)

Naloga J.5: Upostevaj, da lahko zapisemo d kot linearno kombinacijo a in b in
pokazi, da sledi J.50 iz prejsnjih trditev.

Pokaze se, da je mozno in ugodno, razsiriti acociativnost na vse trojice a, b in d
ne glede na to ali lezijo v isti ravnini ali ne. Preprosta infinitezimalna trirazsezna
mnogoterost je npr. tetraeder. Omejujejo ga Stirje trikotniki, katerih stranice so na
sl.3 oznacene z:

a c—a —c
a—c b—a c—b
. b . b (J.51)
—a b a—2>b

Trikotnike smo orientirali tako, da se vijaki, ki jih vrtimo v smeri, kot jo nakazuje
orientacija stranic, vedno odvijajo iz tetraedra. Vsako stranico si vedno delita
dva trikotnika in sicer tako, da je stranica v drugem trikotniku vedno orientirana
nasprotno tisti v prvem. Tako je npr. prva stranica prvega trikotnika -a, prva stran-
ica drugega trikotnika pa je a, ali druga stranica tretjega trikotnika je ¢ — b, tretja
stranica cetrtega trikotnika pa je b — c¢. Plosc¢ine stirih trikotnikov pa so:

aNb , anc , bA(c—=b) in —(a+b)Aa+c) (J.52)

Upostevaje asociativnost klinastega produkta, se hitro prepricamo, da je vsota plos¢in
trikotnikov, ki omejujejo tetraeder, enaka 0. Ta relacija je analogna J.40. Tudi v
splosnem velja, da je vsota n — 1 razseznih ”ploscin”, ki zapirajo n razsezno mmno-
goterost enaka 0.

Naloga J.6: Pokazi, da je vsota ploscin trikotnikov, ki zapirajo kocko, enaka 0.
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Slika 3:

Sestavi kocke ali tetraedre v bolj komplicirana telesa in pokazi, da to velja za vsako
geometrijsko telo, katerega povrsino je mogoce triangulirati.

Iz elementarne geometrije vemo, da je prostornina tetraedra enaka tretjini pro-
dukta ploscine enega od robnih trikotnikov z visino na ta trikotnik. Zato lahko
tudi prostornino zapisemo kot nekaksen produkt treh linearno neodvisnih stranic, ki
tvorijo tetraeder. Po analogiji z 10.2.2 pripiSemo prostornini tetraedra tridimenzion-

alno simplekti¢no strukturo:
1
V = ggol_)og (J.53)
Premisljujmo podobno kot pri trikotniku! Iz elementarne geometrije sklepamo, da
veljajo naslednje trditve:

Prostornine enako orientiranih podobnih tetraedrov se razlikujejo samo za sorazmer-
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nostni faktor, to je:
(aa) o (ab) @ (ac) = a’(aebec) (J.54)

Ce raztegnemo tetraedru npr. stranico a v osnovni ploskvi za a-krat, se ploséina
osnovne ploskve poveca za a-krat, visina tetraedra pa ostane nespremenjena. Pros-
tornina novega tetraedra je tako a-krat vec¢ja od originalne. Postopek ponovimo Se
z drugo in tretjo stranico. Tako sklepamo, da velja za raztegnjeni tetraeder:

(aa) e (B) ® (y¢) = afy(aebec) (J.55)

Prav tako mora biti vseeno s katero trojico izmed linearno neodvisnih vektorjev, ki
definirajo tetraeder, izrazimo njegovo prostornino (Glej J.42, ki je analogna relacija
veljavna za trikotnik. Kot pri trikotniku, je treba tudi pri tetraedru paziti na ori-
entacijo!). Zato mora veljati:

(—a)e(—b)ec = aece(—b) = be(c—b)e(a+b) = (—a—b)e(a+c)e(—a) (J.56)

Zveze J.55 in J.56, so analogne J.45 in J.47. Izpolnjene so lahko le, ce je operacija
”e”asociativna, distributivna in antisimetri¢na glede na zamenjavo kateregakoli para
vektorjev. To zapiSemo v obliki:

(aa+pd)ebec = afaebec)+S(debec) (J.57)

in

aebec = —beagec = hecea = —cebhea ceclc (J.58)
Operacija e ima torej enake lastnosti kot operacija A. Zato smo upraviceni nado-
mestiti "e” z " A” v vseh gornjih izrazih.

Operacijo klinasti produkt je mogoce razsiriti na produkt poljubnega stevila
vektorjev. Tako razsirjeni klinasti produkt je antisimetricen glede na zamenjavo
kateregakoli para faktorjev, asociativen in distributiven. V trirazseznem prostoru je
razsiritev na produkt ve¢ kot treh vektorjev trivialna ali pa nesmiselna, saj je kli-
nasti produkt med Stirimi vektorji identi¢no enak 0. Temu je tako, ker obstajajo v
3-razseznem prostoru najvec trije linearno neodvisni vektorji. Zato je cetrti vektor,
ki bi nastopal v klinastem produktu, nujno linearna kombinacija prvih treh. Po ak-
siomu o distributivnosti lahko tak produkt razstavimo na vsoto treh produktov s po
Stirimi vektorji. V vsakem sumandu nastopa po en vektor dvakrat. Ker pa je kli-
nasti produkt antisimetricen, je vsak sumand enak ni¢. Ta rezultat odraza dejstvo, da
obstajajo v 3-razseznem prostoru samo tocke (0-dimenzionalne simplekti¢ne struk-
ture), daljice (1-dimenzionalne simplekti¢ne strukture), povrsine (2-dimenzionalne
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strukture) in prostornine (3-dimenzionalne simplekti¢ne strukture) - ve¢ kot tridi-
menzionalnih struktur pa v 3-razseznem prostoru ni. V Stirirazseznem prostoru pa
je od ni¢ razlicen Se klinasti produkt stirih linearno neodvisnih vektorjev, v pet-
razseznem prostoru petih vektorjev itd.

10.3 n-forme

V prejsnjem poglavju smo govorili o simplekti¢nih strukturah v n-razseznih mno-
goterostih. Primer 1-razseznih struktur so daljice, dvorazseznih struktur so povrsine,
trirazseznih prostornine. V veC kot tri-razseznih mnogoterostih se ta hierarhija
nadaljuje do n-razseznih prostornin.

Daljice v prostoru niso edine strukture, ki imajo velikost in smer. Tudi druge
fizikalne kolicine kot hitrost, gibalna koli¢ina, sila, tok itd. predstavljamo z vek-
torji, ki imajo, podobno kot daljice, smer in velikost. Videli bomo, da obstajajo
tudi fizikalne kolic¢ine, ki imajo enake transformacijske lastnosti kot dvorazsezne
simplekticne strukture, obstajajo pa tudi take, ki imajo lastnosti 3-razseznih sim-
plekticnih struktur. V nekaterih sodobnih teorijah polja v ve¢ razseznih (npr. 10)
prostorih (Matemati¢no korektno bi bilo uporabiti izraz mnogoterosti, vendar smo
fiziki vendarle navajeni govoriti o prostoru kot o ”tistem”kjer smo; o tej razliki med
matemati¢nim in fizikalnim pojmovanjem prostora bo Se govora.) se je treba ukvar-
jati s prav komplicirano simplekticno strukturo.

Mnoge fizikalne kolicine kot npr. hitrostno polje, elektromagnetno polje itd.
imajo enake transformacijske lastnosti (glede na Galilejeve ali pa Lorentzove transfor-
macije) kot simplekti¢ne strukture. Hitrostno polje si npr. predstavljamo kot polje
vektorjev, ki so orientirani vzdolz infinitezimalnih daljic v prostoru. Primer bolj
komplicirane strukture sta par elektricno in magnetno polje, ki ju bomo spoznali
kot komponente dvodimenzionalne simplekticne strukture. V tem poglavju bomo
zato govorili o p-formah, ki omogocajo opisati vektorska in bolj komplicirana polja
v n-razeznih prostorih na nacin, ki ni odvisen od izbire koordinat.

Najpreprostejsi element simplekticne strukture je tocka. Prvo, kar potrebujemo,
¢e hocemo urediti tocke v prostoru, je to, da jih znamo oznaciti. Za fizika oznacujejo
tocke v prostoru fizikalni parametri, ki jih moremo v njih izmeriti. V trirazseznem
prostoru, kakrsnega se zavedamo, potrebujemo tri razlicne fizikalne parametre, da
lahko enolicno doloc¢imo polozaj. Primer takih treh fizikalnih parametrov so npr.
tri kartezi¢ne koordinate z, y in z ali tri sferne koordinate r, 6 in ¢ ali tri cilin-
dricne koordinate R, z, . Trdimo, da lahko imamo npr. x, y in z fizikalne koli¢ine
zato, ker jih doloc¢im s fizikalnim procesom npr. z radarsko meritvijo razdalj ali z
odéitavanjem kotomerov. Se "bolj fizikalno”je npr. dolo¢anje polozaja podmornic.
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Ena od navigacijskih naprav v podmornici je merilec pospeska. Po dvakratni inte-
graciji pospeska dobijo preteceno pot, za kontrolo pa si pomagajo seveda s podatkom
o relativni hitrosti podmornice glede na vodo. Ta tkim. inercialni navigacijski sis-
tem po daljSem ¢asu plovbe akumulira napako, zato ga je treba obcasno kalibrirati Se
drugace. Globino podmornice izracunajo iz velikosti vodnega tlaka. Drugi dve koor-
dinati pa mora kapitan podmornice dolociti na Se bolj zvit nac¢in. Dosegljivi fizikalni
podatek je npr. globina morja, ki jo je mogoce izmeriti s sonarjem. S pomocjo po-
morske karte globin morja, izdelane posebej za te namene, podmornicarji dolocijo
svoje mesto nad podmorsko izohipso, pri tem pa jim pomaga tudi razgibanost terena
na poti do te izohipse in podatek inercialnega navigacijskega sistema. Vse podatke,
ki jih je dobil, kapitan strne v tri Stevilke: globino, geografsko Sirino in geografsko
dolzino. Izkusnja nas uci, da s temi tremi podatki enolicno doloc¢imo lego podmor-
nice ali katerega drugega objekta. Zato pravimo, da je nas prostor trirazsezen. V
n razseznem prostoru pa potrebujemo n razliénih fizikalnih parametrov, ki imajo to
lastnost, da vsaj v izbrani okolici ne zavzamejo istega nabora vrednosti v razli¢nih
tockah v prostoru. Tak nabor parametrov imenujemo koordinate. Razen koordi-
nat obstajajo Se druge fizikalne kolicine, ki zavzamejo Stevilske vrednosti v tockah
prostora. Mnozico fizikalnih parametrov, ki zavzamejo stevilske vrednosti v tockah
prostora, imenujemo O-forme. Kot povedano, potrebujemo v n razseznem prostoru
n ”primernih”koordinatnih O-form. Izbira koordinatnih O-form ni evidentna, am-
pak je odvisna od nasSe presoje. Pogosto si izberemo tiste koordinate, ki najbolje
odrazajo simetrije problema s katerim imamo opravka, ali pa tiste, ki jih najlaze in
najnatancéneje realiziramo z meritvijo®. Pri mehanskih problemih, posebej v pros-
toru brez sil, se ponujajo kartezicne koordinatne O-forme x, y in 2z oziroma ct, x, y
in z, e obravnavamo gibanje relativisticno. Lepa simetrija enacb gibanja zapisanih
v jeziku kartezicnih koordinatnih O-form je odraz simetrije prostora, torej relacij, ki
jih narava diktira med fizikalnimi strukturami v razlicnih tockah prostora.
Enodimenzionalne mnogoterosti so krivulje. Izrazamo jih tako, da povemo po ka-
terih koordinatah (ve¢je mnogoterosti ali pa prostora) se gibljemo, ko jih opisujemo®.
V n-razseznem prostoru predstavimo krivuljo z n koordinatami kot (neskonénokrat)

8Pomen moznosti realizacije koordinatnega sistema se je pokazal v izredno ostri luéi takrat, ko so
radijski astronomi hoteli ugotoviti kateri opti¢ni objekti se nahajajo na lokacijah radijskih izvorov.
Problem se je ponovil e z rentgensko in infrardeco astronomijo

9Pojem krivulje ne zahteva natanéne definicije pojma dolzine poti ali celo pojma okolice. S tem,
da smo npr. povedali, da se je avtomobilist odpeljal izpred poste v Ljubljani preko Bezigrada,
Domzal, Trojan do Celja smo opisali krivuljo, ki sobesedniku, ki pozna naStete kraje, povsem
zadovoljivo opiSe za katero pot gre, ¢eprav ne ve natan¢no kako dale¢ je Bezigrad od ljubljanjske
poste ali kako dale¢ so Trojane od Celja in ¢eprav se ne spominja natanko vseh ovinkov na poti od
Ljubljane do Celja.
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odvedljivimi funkcijami afinega parametra (\; za fizika je tak parameter pogosto
cas.)

C: z"=¢&(N) (J.59)

Povedali smo ze, da je dovolj kratek odsek krivulje poljubno podoben daljici, to
je enodimenzionalni simplektiéni strukturi. Vsa informacija, ki jo potrebujemo o
taki daljici, ¢e imamo Zze definiran koordinatni sistem je ta, za koliko se spremene
koordinate med zacetkom in koncem daljice. V ta namen definiramo koordinatne
1-forme kot operatorje, ki merijo prirastke posameznih koordinat vzdolz poti po
krivulji. Naj bo go tocka na krivulji v kateri zavzame afini parameter vrednost \g. Ce
delujemo s koordinatno 1-formo dz® na krivuljo C' v tocki gg, dobimo infinitezimalni
prirastek koordinate 2%, to je:

dei

dz[Cr=n, = IS

A= @A (J.60)
(Od tu naprej bomo ponavadi v zapisu izpuscali eksplicitno doloéilo tocke |y—»,)-
Koordinatne 1-forme linearno kombiniramo v splosne 1-forme, ki jih bomo navadno
oznacevali z malimi ¢rkami in indeksom ”1”v oklepaju. Tako je npr.:

fO= > fiEt 2 det = fida! (J.61)
i=1
Pri tem so f;(x!,...2") komponente 1-forme 1) glede na koordinate (bazo 0-form)
xt, 2%, ... 2" Te komponente so lahko v splosnem funkcije polozaja.

Definicija J.60 je smiselna le, ¢e je linearna kombinacija 1-form tudi 1-forma. To
pomeni: ¢e sta fV in g™ dve 1-formi, potem je njuna linearna kombinacija 1-forma,
ki takole deluje na krivulje:

(afV+BgM)C] = afWIC]+BgV(C] (J.62)

pri cemer velja ta zveza za vsako krivuljo C'. Matematiki pravijo, da tvorijo 1-forme
n razsezen vektorski prostor v vsaki tocki mnogoterosti.

Pojem 1-form je koristen za opis kinematike. O dinami¢nih modelih gibanja pa
samo v njihovem okviru ne moremo razmisljati. Vpeljati moramo Se pojem locne
dolzine. V prejsnjih poglavjih smo namre¢ spoznali, da tako v Newtonovi mehaniki
kot v teoriji relativnosti definicija lo¢nega elementa doloca enacbe gibanja za proste
delce.

Locne dolzine na Zemlji (za tiste case na ravnini) so dolocali ze stari narodi Asirci,
Babilonci, Egipcani itd. na ta nacin, da so s standardnimi palicami merili odseke
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poti med imenovanimi tockami ( tockami z znanimi koordinatami) na obdelovalni
povrsini. Pri samih merivah so se pokazale dolocene zakonitosti, ki so jih kasneje
vegradili v aksiome evklidske geometrije. Obstoj premic in krogov se je npr. zdel
tako evidenten, da evklidska geometrija o njih ne izgublja besed, ampak jih jemlje
kot same ob sebi umevne. Po danasnjih predstavah o prostoru premice niso tako
samoumevne. Raje izhajamo iz preprostejsih aksiomov. Verjamemo, da je med
dvema razlicnima tockama vedno mogoce najti vsaj eno pot - krivuljo, ki ju povezuje.
Samoumevno se nam zdi tudi, da je krivuljo vedno mogoce deliti na manjse in manjse
dele. Dolzino dovolj majhnega dela Se vedno doloc¢imo kot stari narodi. Primerjamo
jo z dolzino stadardnega materialnega objekta (metra) '°. Celotno dolzino krivulje
med dvema tockama definiramo kot vsoto dolzin njenih delov. Da je v prostoru
(vsaj na omejenem delu prostora) mogoce poimenovati tocke s tremi koordinatami
x, y in z tako, da se razdalja med bliznjimi tockami zapise kot v A.6 (vsaj z omejeno
natancénostjo, ki nam je danes dosegljiva) pa je ze stvar netrivialne izkusnje. Na teh
spoznanjih lahko zgradimo evklidsko geometrijo.

Naj bo C krivulja v 3-razseznem prostoru podana s ¢asovno odvisnostjo karte-
zicnih koordinat z* = £(t) (1 = 1, 2, 3inseveda 2! =z, 2> =y in 2% = 2), ki so
funkcije ¢asa (t). Ce polozimo 1-formo dz na krivuljo C, dobimo po J.60 prirastek
koordinate x v ¢asu dt, to je %dt. Podobno je dy[C] = %dt in dz[C] = ddi;dt.
Dolzina odseka, ki ga krivulja opise v ¢asu dt je po A.6:

B d§1 2 d§2 2 d§3 2
o = () () () 009
V jeziku 1-form lahko ta izraz, oziroma njegov kvadrat, zapisemo v takole:

ds* = dz'[0] - dz'[C] + d2?[C] - dz?[C] + d2*[C] - d2®[C] (J.64)

Iz tega izraza smo v uvodnih poglavjih izpeljali kljuéne simetrijske lastnosti prostora,
zato je razumljivo, da ga zelimo zapisati v jeziku 1-form na ¢imbolj kompakten nacin.
V ta namen definiramo direktni produkt dveh form z naslednjim predpisom: Naj
bosta a™ in bM) dve 1-formi. Njun direktni produkt a™” @ b je binarni operator, ki
deluje na dve krivulji tako, da je za poljubni dve krivulji C} in C5 vrednost operatorja
a® @ b [C1][C,] enaka produktu vrednosti 1- forme a!) polozene na prvo krivuljo,
pomnozeni z vrednostjo 1-forme b") polozene na drugo krivuljo. To je:

a® @ bW[C][Co] = (aV[C1]) (BV[C]) (J.65)

10Na tej tocki se fizik moéno razlikuje od matematika. Fizik namre¢ pristane, da je krivuljo
mogoce drobiti do neke najmanjse dolzine, ki je morda stvar eksperimentalne spretnosti ali pa je
celo dolo¢ena z naravo snovi, to je z velikostjo atoma, jedra ali Se Cesa. Za razliko od fizika si
matematik predstavlja, da je mogoce poljubno krivuljo razpolavljati v nedogled.
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Kasneje se bomo ukvarjali Se z 2-formami, 3-formami itd., ki delujejo na ploskve,
prostornine itd. Tudi med temi operatorji bomo definirali direktni produkt kot bina-
rni operator, katerega vrednost je za vsako dvojico struktur enaka produktu vrednosti
obeh operatorjev polozenih na svojo stukturo.

Vrnimo se k lotnemu elementu J.63! Z direktnim produktom zapisemo:

ds® = 0gdar’ ® dz*[0][C] (J.66)

Indeksa ¢ in k teceta tu od 1 do 3, v n-razseznem evklidskem prostoru pa seveda od
1 do n.

Naloga J.7: Prepricaj se, da smemo v skladu z J.65 zapisati:

ww ) gy gy (J.67)

de @ dy[CLl[Ce] = drydye) = — =,

pri cemer smo z x(1)(t), ya)(t) in z1)(t) oznacili tocke na prvi krivulji (C1), z ) ('),
Y2)(t") in z9) (') pa tocke na drugi krivulji (C3). Na osnovi tega se prepricaj, da je
zapis locnega elementa J.66 ekvivalenten J.63!

Enacba J.66 pove vse o medsebojnih razdaljah med tockami v prostoru in s tem
doloca gibalne enacbe za proste delce v tem prostoru. Ta izjava je danasnji destilat
dolgoletne izkusnje, da Se telesa, na katere ne deluje nobena sila, gibljejo enakomerno
in premoc¢rtno”. V bolj formalnem jeziku lahko recemo, da je J.66 najpreprostejsa
realizacija koordinat v prostoru (pravzaprav v mnogoterosti), v katerem je dinamika
prostih delcev invariantna glede na Galilejeve transformacije. Prav je, da se ob tem
spomnimo, da je trajalo zelo, zelo dolgo, da smo se ljudje zavedeli zveze med Galile-
jevo invariantnostjo gibalnih enacb in aksiomi evklidske geometrije. Ze v trinajstem
stoletju je npr. Nikolaj Kuzanski razmisljal o tem, da je premoc¢rtno enakomerno
gibanje videti tako iz vseh sistemov, ki se med seboj gibljejo premo in enakomerno.
Vendar je Galileo Galilei Sele v 17. stoletju jasno postavil zakon vztrajnosti. Gibalne
enacbe za delce pa je kon¢no formuliral I[saac Newton skoraj sto let kasneje. Formalna
slika o povezavi med geometrijo prostora in dinamiko delcev v njem, ¢eprav ze pov-
darjena pri Newtonu, je nastala Sele mnogo kasneje z razvojem analiticne mehanike.
Lahko recemo, da je postala kompletna Sele koncem prejsnjega stoletja, to je takrat,
ko je tako tezko pridobljena predstava o Galilejevo invariantnem prostoru zacela
pokati. Lorentz, Poincaré in drugi so slutili, da Galilejeva invariantnost ni natancna,
vendar je bilo treba pocakati Einsteina, da je jasno postavil invariantnost prostora
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glede na Poincaréjevo grupo kot naravni zakon, ki bolje kot Galilejeva invariant-
nost opise realni prostor in geometrijo v njem. Zato danes smatramo, da oznacuje
ime "teorija relativnosti”’relativiziranje pojmovanja prostora in ne povdarka na rela-
tivnost gibanja, kot so mnogi menili na zacetku. Obe Einsteinovi teoriji - specialna in
splosna teorija relativnosti - namre¢ obravnavata prostor kot zivo areno, kjer se svet
dogaja in ne kot golo matematicno strukturo, ki izvira iz Evklidove geometrije (Ta as-
pekt Einsteinove teorije so moc¢neje povdarili Sele njegovi nasledniki kot J.A. Wheeler
in B.S. DeWitt.). Strukturo prostora lahko razumemo le preko realne izkusnje z opa-
zovanjem dogodkov, ki jih Narava rezira v tej areni. To, da opiSemo dinamiko delcev
bolj natanéno v 4-razseznem prostoru, v katerem je mogoce zapisati locni element v
obliki:

ds* = n,da* @ dz"[C][C] (J.68)

lahko smatramo kot stvar izkusnje, do katere smo prisli z opazovanjem narave.
Splosna relativnost, ki ugotovi, da tudi taka posploSitev ne zadostuje za opis do-
gajanja v prostoru, je v tem pogledu naravna razsiritev ideje, da je prostor samo tak
kot ga zaznamo. Najbolje ga opiSem takrat, ko se napovedi dobro ujemajo s tem,
kar se v naravi v resnici zgodi. Novo razumevanje prostora zahteva tudi nov pogled
na geometrijo in temu je namenjeno to poglavje.

Algebra 1-form in naprej algebra p-form je konstruirana tako, da so topoloske
relacije (kako je kaj povezano) kar najbolj locene od metri¢nih relacij (kako je kaj
dale¢). Zato je v tem jeziku mozno gledati na newtonovsko fiziko, specialno rela-
tivnost in splosno relativnost iz podobne perspektive. Vsaka od teh teorij operira s
prostorom, ki ima dolocene simetrijske lastnosti.

Kljucna lastnost newtonovske dinamike je ta, da je gibanje prostih delcev in-
variantno glede na Galilejeve transformacije. Lahko recemo, da ta lastnost doloca
prostor v katerem se fizika dogaja. Najbolj simetricno poimenovanje tock v takem
prostoru dajo 3 kartezicne koordinate x, y in z, v katerih se locni element izraza z
J.66. Spoznanje specialne teorije relativnosti je, da je Galilejeva invariantnost le pri-
blizna, ker kaze dinamika delcev in polj, ki se relativno gibljejo z velikimi hitrostmi
Poincaréjevo invariantnost. Polnega delovanja Poincaréjeve grupe ne moremo real-
izirati v 3-razsaznem prostoru, zato potrebujemo vsaj 4 razseznosti. Tudi v tem
prostoru so najbolj simetri¢ne $tiri kartezicne koordinatne O-forme 2°, x, y in z (z#,
@ =0,...,3) in z loénim elementom, ki se izraza z J.68. Splosna relativnost pravi,
da tudi Poincaréjeva invariantnost ni natanc¢na, ampak velja samo lokalno. Mogoce
je reci, da pripelje zahteva, naj se lokalna Poincaréjeva invariantnost ohranja, do
stirih dimenzij prostor-casu. Zaradi izpada translacijske invariantnosti pa je mogoce
pripisati prostoru dinamicne spremenljivke. V splosni relativnosti so to komponente
tenzorja, ki izraza lo¢ni element v obliki 4.21. Sodobne supersimetrijske in poenotene
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teorije polja gredo Se naprej. Izhajajo iz domneve, da je lokalna Poincaréjeva grupa
le del vecje simetrijske grupe, ki vlada v Naravi. Katera je tista grupa ne vemo.
Vsekakor kaze, da bo realizacija visje simetrijske grupe zahtevala ve¢ kot 4-razsezen
prostor. Pred nekaj leti se je zdelo, da so v 10-razseznem prostoru uspeli najti zelo
zanimivo vseobsegajoco teorijo - po anglesko string theory”. Danes teoretiki niso vec
tako zelo navduseni nad njo. Morda predvsem zato, ker je racunanje v 10 dimenzi-
jah tako komplicirano, da je tezko priti do preverljivih napovedi. Ideja, da simetrija
doloca areno, v kateri se fizika dogaja, pa je Se kako ziva in tudi to opravi¢uje nas
izlet med geometrijske strukture v n-razseznih prostorih, ¢eprav se ne bomo ukvarjali
s teorijami, ki so bolj komplicirane od splosne relativnosti.

10.3.1 1-forme in vektorska polja

Vsaki 1-formi lahko na naraven, od koordinat neodvisen nacin, priredimo vek-
torsko polje f po naslednjem premisleku. V izbrani tocki mnogoterosti (pri tem
imam v mislih tisto, Gemur fizik rece prostor, vendar je v n-razseznih mnogoterostih
gotovo korektneje uporabljati matematicni izraz) g, skozi katero tece krivulja C' tvo-
rimo izraz:

. fWC
Tf(p) = dlslr—>n0 de ]

(J.69)

Pri tem je ds dolzina loka na krivulji C' v okolici tocke p. Limita T(p) gotovo
eksistira v vsaki izbrani tocki prostora () za vsako krivuljo C, ki gre skozi p'!.
Vrednost izraza Ty(p) je odvisna samo od smeri krivulje skozi tocko p. lzraz T(p)
pa zavzame maksimalno vrednost za eno samo, dobro definirano smer skozi tocko
©. Vektorju f(gp), ki ustreza 1-formi f v tocki p zato priredimo to smer, njegova
velikost (|f|) pa je maksimalna velikost 7'(p).

Oglejmo si ta mehanizem v ravnem prostoru in v karteziéni koordinatni bazi, kjer
je ds[C] = /Y- da[C] - dz'[C]. lzraz T} zapiSemo takole:

(1) il 2x'2 -3
Ty(p) = pm Ty o ST T AT AR
O s T @) 4 (82) + ()

€W

e )

od smeri krivulje C' v izbrani tocki p. Izraz J.70 doseze ekstrem za krivuljo, katere

(J.70)

Ocitno je gornja limita odvisna le od normiranih hitrosti o je

HEksistenco limite lahko razumemo, ¢e se spomnimo, da so v okolici to¢ke @ koordinate tock
na krivulji in komponente 1-forme po definiciji (neskonénokrat) zvezno odvedljive funkcije afinega
parametra (\).
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hitrost ima komponente (£/(\)) sorazmerne komponentam 1-forme (f;). Maksimalna
velikost izraza Ty v tocki g, to je velikost prirejenega vektorja |f(p)| pa je:

2 2 2
/= f}jf}jf}z SN (1.71)
1 2 3

Naloga J.8: Naj bodo v* (i = 1, 2, ... n) neodvisne spremenljivke vezane s
pogojem

Z?:l(yif =1, f; (i=1, 2, ... n) pa dana Stevila. Pokazi, da doseze izraz:

n

s = () (1.72)

1=1

maksimum, kadar velja v = of;, pri ¢emer je o poljubna pozitivna konstanta.
(Metoda Lagranzevih multiplikatorjev je zelo primerna za ta namen.)

V kartezicni koordinatni bazi, kjer smo konstruirali preslikavo med 1- formami
in vektorskimi polji, se lahko ekslicitno prepricamo, da je tako definirana preslikava
obratno enoli¢na in linearna. Ker je sama preslikava definirana na od koordinat
neodvisen nacin, zahtevamo njeno obratno enoli¢nost in linearnost v poljubnem ko-
ordinatnem sistemu ali celo v poljubni mnogoterosti. To pomeni: ¢e sta f in g
vektorski polji, ki ustrezata 1-formam f® in g™, potem ustreza linearni kombinaciji
af® 4 BgWM linearna kombinacija ustreznih vektorskih polj. Torej ce:

Y = fon gV = g (J.73)

potem velja
afV+p9" = af+pg (J.74)

Lastnost J.74 pove kako sestevamo vektorska polja, ¢e znamo seStevati 1-forme
(Sestevanje 1-form pa je po J.62 navadno seStevanje Stevil.). Zaradi te lastnosti
lahko enoli¢no razstavimo vektorska polja v komponente vzdolz baznih vektorjev, ki
jih lahko definiramo v poljubnem koordinatnem sistemu. Tako kot bazne 1-forme,
so tudi bazna vektorska polja stvar dogovora. Obicajno jih definiramo z ozirom na
izbrani koordinatni sistem. V n-razseznem prostoru potrebujemo n baznih vektorskih
polj. Ponavadi (ni pa nujno) izberemo za bazna vektorska poljae; (i =1 ... n) polja
tangent na krivulje Cj, vzdolz katerih naras¢a samo ustrezna koordinata z' (i =
1, 2,...n). Velja povdariti, da se tako definirano bazno vektorsko polje v splosnem
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ne ujema z vektorskim poljem, ki je po gornjem naravnem predpisu prirejeno baznim
1-formam dz°.

Pokazimo kako v okviru takega dogovora izrazamo komponente vektorskega polja
f, ki ustreza 1-formi f) = f;dz’! Zaradi linearnosti in obratne enoli¢nosti preslikave
med vektorji in 1-formami (J.74) se lahko naloge lotimo po korakih. Najprej pois¢emo
1-forme €, ki po J.74 ustrezajo baznim vektorskim poljem ¢,. Kot vse 1-forme jih
lahko zapisemo kot linearne kombinacije baznih 1-form: e* = ef.dx?. Vemo, da je
bazni vektor e, tangenta na krivuljo C} vzdolz katere narasca samo k-ta koordinata
in da krivulja C} maksimizira izraz T... Torej:
X,
X3

e, je tangenta na krivuljo (J.75)

Xb+o

Xo
Pri tem so X3, Xg,... X koordinate tocke @, v kateri zelimo konstruirati bazni
vektor e, (p). V splosnih koordinatah, kjer se loéni element zapise v obliki:

ds® = gpd2'[C)d2*[C] (J.76)
se Ty izraza takole:

Tu(p) = 2920 _ i (3.77)

ds \ Gim€lEm

Poiskati moramo take komponente e*;, da bo krivulja J.75 ekstremalna za Tox v
zgoraj opisanem smislu. Ker je izpolnitev ekstremalnega pogoja tu odvisna le od
smeri hitrosti (tako kot pri J.70) in ne od njene velikosti, smemo komponente 5’“
vezati Se z dodatnim pogojem. Izberemo: glkg’gk = 1. Ekstrem izraza:

1 .
S = g - 5)\9@'85] (J.78)
iS¢emo z Lagranzevo metodo pri pogoju:
96’60 = (J.79)
Ekstrem je dosezen, kadar so odvodi S po vseh komponentah hitrosti enaki 0, to je:
ga = i A" =0 (J.80)
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Ker mora biti resitev tega sistema enacb krivulja C}, vzdolz katere narasca samo
k-ta koordinata, mora biti & = 0 ¢e i # k. Za i = k pa je vrednost odvoda razliéna
od ni¢; v nasem primeru jo diktira vez J.79. Tako je &% =1 /+/Gk- V splosni obliki
pa zapisemo & = 1/ V/Ger0™. Komponente bazne 1-forme, ki ustreza krivulji C (to
je baznim vektorjem e;) so po J.80:

i A

b = ——oMg, J.81
N g ( )
k

Vrednost Lagranzevega multiplikatorja A je dolocena z normalizacijo 1-forme e”.
Ponavadi izberemo e* tako, da je

e"[Cy] = do (J1.82)

Zato je po J.77 in J.82:

1
Ter(p) = o (1.83)

Ko to primerjamo z J.81, ugotovimo, da mora biti A\ = /g in 1-forma e* se izraza
v obliki:

e’ = g, da™ (J.84)

Bazne 1-forme (dz*) lahko sedaj izrazimo z 1-formami e*, prirejenimi baznim vek-
torjem . V ta namen potrebujemo matri¢ni obrat metricnega tenzorja. Elemente te
inverzne matrike ozna¢imo z ¢ in velja:

gFgm = 6, (3.85)

Tako dobimo iz J.84:
dz! = ¢"6pme” (J.86)

Preslikava J.74 torej priredi 1-formi dz' linearno kombinacijo baznih vektorjev:

di! = ¢'™e,, (J.87)
oziroma 1-formi f(M vektorsko polje [
fO = fida' = fig*e, = f (J.88)

Lahko se je prepricati, da so komponente 1-forme f; v kartezi¢ni koordinatni bazi
kar komponente ustreznega vekorskega polja. Tako uvidimo, da predstavlja izraz
fW[C] to, kar smo v klasiéni matematiéni fiziki navajeni oznaciti z f - d5, to je
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projekcijo vektorskega polja na infinitezimalni odsek krivulje C'. Ta projekcija je v
vsaki tocki skalar, ki je odvisen samo od dolzine poti (ds), od velikosti vektorja f
in od kota med tangento na pot in vektorjem f. Ta skalar ne sme in ne more biti
odvisen od koordinatnega sistema v katerem ga izracunamo. Prav to je razlog, da
definiramo 1-forme na tak nac¢in; imajo vedno enak geometrijski pomen, ne glede
na to v kateri koordinatni bazi so zapisane. Bralec si gotovo lahko predstavlja, da
so komponente 1-form odvisne od koordinatnega sistema, saj se koordinatne 1-forme
razlicnih koordinatnih sistemov med seboj razlikujejo. Samo kombinacija komponent
in koordinatnih 1- form je neodvisna od koordinatnega sistema.

Naloga J.9: V evklidskem 3-razseznem prostoru s koordinatami z, ,y in z vpel-
jemo Se sferne koordinate r, 6, in ¢. Pokazi, da se 1-forma dr izraza v kartezicni
koordinatni bazi takole: . Y ,

Izrazi nekaj krivulj v obeh koodrinatnih sistemih (v karteziénem in v sfernem) in se
prepricaj, da je vrednost izraza dr[C]/ds neodvisna od tega, v katerih koordinatah
ga izracunamo, ce je le ds dolzina poti vzdolz krivulje v obeh primerih. Nekateri
racuni in razmisleki petega poglavja so lahko pri tem v pomoc.

Pokazali smo, da pojem razdalje na mnogoterosti omogoca tesno zvezo med vek-
torskimi polji in 1-formami. Vendar je mogoce govoriti tako o vektorskih poljih kot
o 1-formah tudi ¢e pojem razdalje ni definiran. Vektor v tocki si predstavljamo kot
tangento na krivuljo, ki gre skozi to tocko. Vcasih je ugodno, e si predstavljamo
vektorje kot operatorje, ki delujejo na krivulje - podobno kot 1-forme. Ker tvorijo
vsi vektorji v vsaki tocki mnogoterosti vektorski prostor, je dovolj, ¢e povemo, kako
delujejo na krivulje bazni vektorji. Bazni vektor e, je tangenta na krivuljo C} J.75.
Smiselno je definirati delovanje operatorja e, tako, da je:

e.Cr = ou (J.90)
Tako delovanje dosezemo, e reprezentiramo operator e, s %:
0
€ = — J.91
=k 8xk ( )

Najpomembnejse pri tem zapisu je povdarek na koordinatno invariantni reprezentaciji
vektorjev. To pomeni tole: Ce je vektor v v kartezi¢nih koordinatah zapisan v obliki:
-0

2
y—val’l’

(J.92)
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potem se v koordinatni bazi n'(z*) (ni(x!, - - - ™) so zvezno odvedljive funkcije karteziénih
koordinat) zapise v obliki:

Oonk 0 o,
= V== = 0= J.93
Pri ¢emer je seveda:
On*
F = i 94
S (J.94)

10.3.2 2-forme

1-forme so operatorji, s katerimi projiciramo vektorje na krivulje, to je na enodi-
menzionalne elemente simplekticne strukture. 2-forme pa so operatorji, s katerimi
projiciramo (nekaj?) na dvodimenzionalne elemente simplekti¢ne strukture, to je na
(2-)povrsine. Tako kot 1-formam lahko tudi 2-formam priredimo koordinatno bazo.
Sestavljajo jo klinasti produkti med baznimi 1-formami.

Oglejmo si najprej delovanje 2-form v 3-razsefiem prostoru (mislimo pravzaprav
na trirazsezno mnogoterost), ki nam je najbolj doma¢. Tu so bazne 1-forme dz,dy in
dz, bazne 2-forme pa morajo biti potemtakem dx Ady, dyAdz in dzAdz. Vsi ostali
mozni klinasti produkti so zaradi antisimetrije klinastega produkta bodisi negativni
gornji (Tako je npr. dzAdy = —dyAdz.), ali pa so identi¢no enaki 0 (kot npr. dzA
dz). Delovanje bazih 2-form na povrsine naj bo ¢im bolj podobno delovanju baznih
1-form na krivulje. Spomnimo se, da je dz[C] infinitezimalni skalar, ki da prirastek
koordinate x na infinitezimalno kratkem odseku krivulje C'. Z drugimi besedami,
dz[C] je projekcija infinitezimalnega odseka krivuje C' na vektorsko polje, ki ustreza
1-formi dz. Po analogiji zahtevamo, naj bo dz A dy[A] projekcija infinitezimalnega
dela povrsine A na ravnino x — y.

V prejsnjem poglavju smo povedali, da lahko v kartezicih (pa tudi v drugih
nesingularnih koordinatah) izrazimo 2-razsezno povrsino, recimo ji A, z n funkci-
jami (n je dimenzija prostora, v nasem primeru je n = 3) dveh spremenljivk u in
v kot npr. v obliki: z = £(u,v), y = n(u,v), z = ((u,v) Za konstanten v = wvq
je x = &(u,vg), y = n(u,v9), 2 = ((u,vy) enacba krivulje - recimo ji C,. Tudi
x = &(up,v), y = n(ug,v), 2 = ((ug,v) predstavlja za konstanten uq krivuljo, ki jo
imenujmo C,. Obe krivulji C, in C, gotovo lezita v ploskvi A in nista vzporedni
v tocki s koordinatama wug, vy kjer se sekata (Zato, ker se koordinate po dogovoru
nesingularne in ima mnogoterost v okolici vsake tocke prav tako simplekticno struk-
turo kot evklidski prostor.). Tako lahko v okolici tocke p s koordinatama u = wuy,
v = vy, konstruiramo infinitezimalni trikotnik. Prva stranica tega trikotnika naj
bo infinitezimalni odsek krivulje C,, druga infinitezimalni odsek krivulje C,, tretja
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smeri x in y vemo, da lezi povr§ina v ravnini x — y, njena velikost pa je povrsina
pravokotnega infinitezimalnega trikotnika %d:vdy. Za tako povrsino zato zahtevamo:
1

Sdo A dyl4] = %dz[Cu]dy[Cv] _ %d:):dy (7.95)

Ce bi slucajno izbrali za prvo stranico krivuljo, ki te¢e v smer osi y in za drugo tisto,
ki tece v smer osi x, bi uporabili antisimetri¢nost klinastega produkta in zapisali:

1 1 1 1
§dzc/\dy[A] = —idy/\dx[A] = —idy[Cu]dx[Cv] = —§dxdy (J.96)

Poskusajmo definicijo smiselno razsiriti na infinitezimalne trikotnike, ki jih omejujeta
poljubni krivulji Cy in C,! Zaradi asociativnosti, distributivnosti in antisimetri¢nosti
klinastega produkta mora veljati:

dzx Ady[A] = (adz + Bdy) A (vdz + 0dy)[4] (J.97)

1
ad — By
pri ¢emer so «, (3, v in § poljubne konstante, ki ubogajo neenakost ad — vy # 0. V
na novo vpeljanih 1-formah

uV) = adz + Ady in v = ~dx + ddy (J.98)
izberemo konstante «, 3, v in ¢ tako, da je
vV[C,]=0 in uW[C,]=0. (J.99)
Zato postavimo (v tocki p):

_on

3 on %3
= , o =— in d=——
ov

B = 50 7_8u i 5 (J.100)

«

Po J.97 smemo dvakratno projekcijo plos¢ine trikotnika, to je projekcijo ustreznega
paralelograma, zapisati takole:

ds, = dx ANdy[A] = ;u(l) A vD[A] (J.101)

in konéno:

DOre W [C,] (J.102)
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Izraz pred produktom dudv prepoznamo kot Jacobijevo determinanto med kartezic-
nimi in krivocrtnimi koordinatami (glej npr. Vidav). Torej smo z enac¢hbama J.99
in J.102 dobili obicajna izraza za infinitezimalne elemente ploséine v krivocrtnih
koordinatah vsaj takrat, kadar lezi element plo¢ine omejen s krivuljama C, in C,
v ravnini © — y. Ce pa A ne lezi v ravnini  — y, je po nasi izkusnji sdz A dy[A]
projekcija elementa ploscine na ravnino x —y. Kvadrat plos¢ine poljubno orientirane
infinitezimalne ploskvice zapiSemo v trirazseznem prostoru po nasih izkusnjah takole:

dS? = (dz A dy[A])® + (dy A dz[A])* + (dz A dz[A])? (J.105)

ali v bolj kompaktni pisavi:

1.
ds? = Zd’kgilmskpq (dz' Adz™) ® (da? A da?)[A][A] (J.106)

Pri tem sta §* in giji ze definirana Kronekerjev simbol in popolnoma antisimetricni
simbol v trirazseznem prostoru. Po prejsnjem dogovoru je implicitno privzeto sestevanje
po ponavljajocih se indeksih od 1 do 3, ® pa oznacuje direktni produkt dveh baznih
2-form, ki je definiran tako kot smo ze napovedali:

(dz' Ad2™) ® (da? A da?)[A][B] = (da' Adz™)[A](dz” Ada?)[B]  (J.107)
Naloga J.10: Preveri, da velja J.97, ¢e ay — (30 # 0.

Naloga J.11: Preveri, da velja J.99, ce so konstante «, 3, v in § podane z J.100.

Naloga J.12: Prepricaj se, da je izraz J.106 res ekvivalenten J.105. Ali lahko uganes
kako bi zapisali plos¢ino dvorazsezne ploskve v n razseznem prostoru v kartezic¢ni
koordinatni bazi? (Antisimetri¢ni simbol v n-razseznem prostoru ima n razliénih
indeksov (€;;...2)).
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Morda je bralec pravilno uganil kako posplositi enacbo J.106, da bo veljala tudi
v n-razseznem prostoru ali pa tudi ne. Ce se hotemo problema sistematicno lotiti,
se najprej vprasamo zakaj se plos¢ina infinitezimalne ploskvice v tri-razseznem pros-
toru zapise ravno v obliki J.1057 Odgovor morda ti¢i v dejstvu, da moramo dobiti
za povrsino izbrane ploskve vedno enak rezultat ne glede na to v katerih koordinat-
nih sistemih jo izracunamo. Poglejmo si, kako se spremeni izraz za povrsino e jo
racunamo v kartezi¢nih koordinatnih sistmih, ki so med seboj zasukani. Ustrezno
preimenovanje koordinatnih O-form in prav tako koordinatnih 1-form dosezemo z
rotacijsko matriko tako kot v drugem poglavju prvega dela, to je z linearno transfor-
macijo:

de R, R, R.\ /d«
dy | = (R, R% R% dy’ (J.108)
dz R} R3 R3/) \dY

Pri ¢emer ni odve¢ spomniti na pomembno lastnost, da je produkt rotacijske matrike
z njeno transponirano matriko enotna matrika. V komponentni pisavi je to zapisemo
v obliki: ‘

R0, R, = O (J.109)

Pokazali smo, da je J.106 gotovo pravi izraz za kvadrat ploscine infinitezimalnega
paralelograma, ce ta lezi v eni od koordinatnih ravnin. J.106 je zato splosno veljaven,
ce se enako zapiSe v vseh kartezicnih koordinatnih sistemih. Da bi to pokazali, se
najprej prepricamo, da velja (prepricaj se sam!):

5ik€ilm€kpq = 5lp5mq — 5lq5mp (JllO)

Vstavimo J.108 v J.106, upostevamo gornjo identiteto in zapiSemo
J.106 v zavrtenem koordinatnem sistemu:

1 m i j
ds? = 1(5,,,(5,%[1 — O1g0mp) R, R RV R (dx™ A dx') @ (da? A da®)[A][A]  (J.111)
Ko upostevamo J.109, se prepricamo, da se vse rotacijske matrike zmnozijo v enotske

matrike (6;;). Tako ostane:

1
dSz = 1(5,]4%[ — 5il5jk)(dxA N dX“) & (dl’T AN dl”i)[A] [A] s (J.112)
kar je po J.110 natanko J.106.
Na podoben nacin pridemo do izraza za kvadrat infinitezimalne ploSéine v n-
razseznem prostoru. Ce lezi ploskev A slucajno v ravnini x' — 27, izratunamo
povrsino infinitezimalnega paralelograma natanko tako kot prej (enacbe J.95-J.102).
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Racunanja plos¢ine poljubno orientiranega paralelograma pa se lotimo tako, da se
zavrtimo v koordinatni sistem glede na katerega lezi paralelogram v "ravnini’ dveh
koordinat, nato pa izrazimo ploséino po J.102 s starimi (nezavrtenimi) koordinatmi.
Na ta nac¢in pridemo do naslednjega izraza za kvadrat infinitezimalne ploscine:

1

2 _
45" = 4(n —2)!

Eabefofitamnd™ 0% . 6% (daf Ada?)® (dz™ Ada™)[A][A] (J.113)

Zgoraj ima vsak antisimetriéni simbol (¢) n razlicnih indeksov, Kronekerjevih § pa
jen—2.

Naloga J.13: Prepricaj se, da dobis J.95, ¢e je ploskev A ravnina ! = u, 22 = v,
3 = X3 ... 2" = XJ! (Opazil bos, da steje faktor 4(n — 2)! v imenovalcu stevilo
ponovitev dve forme daz' Ad2? = —daz? Adzt)

Naloga J.14: Pokazi, da se tudi v zavrtenih koordinatah

o1

dz" = R’ da" (J.114)
element kvadrata ploscine izraza z J.113, samo ¢e zamenjamo originalne koordinate
s ¢rtkanimi.

Zapisimo Se kvadrat ploséinskega elementa v krivoértnih koordinatah (v katerih
se razdalje med tockami zapisejo kot v J.75:
/

15t — 2 et g g7 (e A da) ® (do™ A da)[ATLA

(J.115)
Pri tem je g standardna oznaka za determinanto metricnega tenzorja. Pravilnost
tega izraza lahko pokazemo, Ce se iz kartezi¢nih koordinat preselimo v krivocrtne.
Dokazovanje je premocrtno vendar zamudno, zato ga tu ne bomo reproducirali.
Vektorski prostor 1-form je prostor linearnih kombinacij (n) baznih 1-form. Podobno
je prostor 2-form prostor linearnih kombinacij baznih 2-form. Splosni element v tem
prostoru lahko torej zapisemo v obliki:

1 1
4(n—2)1Y

1 . .
@ = EZfijdx’/\dx] (J.116)
0,J

Pomembne so samo antisimetricne komponente matrike f;;, saj tisti del f;;, ki ni
antisimetricen, zaradi antisimetrije baznih 2-form glede na zamenjavo obeh indeksov,
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nima nobenega uéinka; namre¢ a(dz’ A dz/ 4+ da? A dz') = 0 Faktor 1 stoji pred
definicijo iz estetskih razlogov. Spominja, da nastopa v vsoti, ki tece od 1 do n (n
je dimezionalnost prostora, za nas je to trenutno 3) vsak par (razlicnih) indeksov
dvakrat npr. kot fysdz? A da? in kot fspda® A da? = — fyoda? Ada® = fozda® A da?
(V prvem koraku smo upostevali antisimetrijo klinastega produkta, v drugem pa
antisimetricnost matrike komponent.). Splosna 2-forma se v 3-razseznem prostoru

zapise v kartezicni koordinatni bazi v obliki:
f® = fode Ady + fosdy Adz + fdz Ade (J.117)
Rezultat delovanja splosne 2-forme na ploskev pa je:
FOIA] = f12dSsy, + f23dS,. + f1dS.e = f12dS. + fo3dS, + f51dS,  (J.118)

Pri tem sem oznacil z dS,, = dvdy projekcijo elementa ploskve A na ravnino x —y
in podobno za dS,. in dS.,. V naslednjem koraku pa sem opozoril, da npr. pri
povrsinskih integralih te projekcije pogosto oznacujemo kot projekcije vektorja, ki
mu recemo povrsinski element dS. Izraz J.118 lahko razumemo kot skalarni produkt
f -dS , ¢e so kartezicne komponente vektorja f naslednje ( f‘>1 = fo3, ( f) g = f31 in
( f>3 = f12. Na ta nacin lahko v treh dimenzijah priredimo tudi 2-formam vektorska
polja po predpisu (Brez dokaza povejmo, da velja spodnji izraz tudi v krivoértnih
koordinatah in tudi v trirazseznih mnogoterostih.):

f=g7 e fe, (J.119)
Ali pa 1-forme po predpisu:
x 1 y
FO = f@° = 59_1/2glk5wkfijdxl (J.120)

Gornja ugotovitev velja samo v treh dimenzijah, kajti samo v treh dimenzijah je
Stevilo linearno neodvisnih baznih 1-form enako stevilu linearno neodvisnih baznih
2-form, to je tri. V dveh dimenzijah je baza 1-form dvo-razsezna (bazni 1-formi
dz in dy), baza 2-form pa eno-razsezna (bazna 2-forma je samo dz A dy). Zato
smemo prirediti v dveh dimenzijah 2-formam skalarje. Nasprotno pa je v stirih
dimenzijah prostor baznih 2-form Sestrazsezen in je tako ”vecji”od prostora 1-form.
V 4-razsezni mnogoterosti namre¢ obstajajo v vsaki okolici stiri linearno neodvisne 1-
forme (dz°, dx!, dz?, dz?) pa Sest linearno neodvisnih 2-form (dz° Adx!, da? Ada®,
dz® Ada?, dz? Adzt, dzt Ada?, do? Ada?). Zaradi lastnosti 3-razseZnega prostora,
da je stevilo linearno neodvisnih 1-form enako Stevilu linearno neodvisnih 2-form, je
mogoce v trirazseznem prostoru definirati vektorski produkt in vektorsko operacijo
rotor.
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10.3.3 O 3-formah

V 3-razseznih mnogoterostih je mogoce definirati samo Se 3-forme. V tej razseznosti
obstaja ena sama bazna 3-forma; v kartezi¢nih koordinatah je to daz A dy A dz. Ce
opisemo poljubno 3-razsezno mnogoterost (M) s tremi funkcijami treh parametrov
(novih koordinat) (x = &(u,v,w), y = n(u,v,w), z = ((u,v,w)) v n-razseznem
prostoru, je rezultat delovanja bazne 3- forme na M podobno kot v J.102:

de Ndy Adz = (J.121)

s 03 98 On . On . O 9¢ . 9 9¢
= (aud t 5Vt 5 ) (aud o4t g dv ) (aud 54 +8(13J(1122)>
D€ 0 OC  OE On OC 0 Oy OC  OE Dy C O ¢ DE I AC

(a%%‘%%%*%a—w%‘%%aﬁw%%‘a—w%%)‘iwiﬁg

Tale izraz smo ”izpeljali” drugace kot J.102. Kartezi¢ne bazne 1- forme smo izrazili s
krivo¢rtnimi baznimi 1-formami, nato pa smo upostevali pravilo za klinasto mnozenje
med formami. Po tej poti pridemo takoj do Zeljenega rezultata. Seveda pa je funda-
mentalna pot tista, ki uposSeva razvidne lastnosti simplekticnih struktur, to je ver-
jetno pot, po kateri smo prisli do J.102. Ves aparat, ki smo ga tu vpeljali ima smisel
samo zato, ker se algebra prilega geometrijski aksiomatiki. Preostali izraz v okroglem
oklepaju v J.123 prepoznamo kot Jacobijevo determinanto, kar nas preprica, da smo
dobili pravilen izraz za prostorninski element (Glej npr. I. Vidav: Vigja matem-
atika.). (Potreben pogoj za to, da so koordinate u, v, w v okolici tocke p nesingu-
larne je, da eksistira v okolici g od ni¢ razlicna prostornina, to je, da je Jacobijeva
determinanta v okolici te tocke nesingularna. V n-razsezni mnogoterosti velja analo-
gen sklep za n-forme. Jacobijeva determinanta je tam determinanata matrike ranga

10.4 Operacija zvezda

Operacija J.120, s katero priredimo v 3-razsezni mnogoterosti 2-formam 1-forme,
je preslikava med prostoroma 1-form in 2-form, ki imata na 3-razseznih mnogoterostih
slucajno enako dimenzijo. Zato ima vsaka 1-forma svojo enoli¢no sliko v prostoru 2-
form in obratno vsaka 2-forma svojo enoli¢no sliko v prostoru 1-form. Taki preslikavi
pravijo matematiki difeomorfizem (Matematiki bi jo bolj natancno opredelili, za nas
pa naj zadostuje ta nekoliko ohlapen opis.). V n-razseznih mnogoterostih definiramo
podobne difeomorne preslikave med formami, ki operirajo v prostorih z enakimi
dimenzijami. Na n razsezni mnogoterosti je dimenzija prostora r-form (r < n) enaka
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dimenziji (n—r)-form (Prepricaj se sam!). Zato je na n-razsezni mnogoterosti mogoce
konstruirati difeomorfno preslikavo med 7 in (n —r)-formami, ki so ji dali ime zvezda
("):

f —= pr-n) (J.124)

ali
7 = pn (J.125)

je slika r-forme f() , ki jo naredi operacija zvezda. Operacija zvezda preslika r-formo
) (:% S fijada Ada? AL Adat) v n —r formo s komponentami:

r faktorjev

1 — ij...mn
Fab...d B —— 1/2gaigbj -+ - Gdm€ I mqun...pq (J126>

(n—rt?

Naloga J.15: Pokazi, da velja:

Eijkmpqgmigazjgask te g“(nfl)Pganq = 9%aiaz..an - (J127>

Naloga J.16: Pokazi, da je pri operaciji zvezda slika slike enaka originalu! (Rezultat
prejsnje naloge je lahko v veliko pomoc.)
Klinasti produkt med formami

V n razseznem prostoru je ugodno definirati klinasti produkt med p in r formami
(p + r < n) tako, da zanj veljajo vsa pravila klinastega mnozenja (J.57 in J.58).
Uporabnost klinastega produkta med formami bomo spoznali na primerih.

Naloga J.17: Naj bosta f® in (9 p- forma in g-forma, ki se v komponentah (lahko

tudi krivocrtnih) izrazata kot f(p) = fij.i Qx’ Adz? AL LA dxj in g(q) =
p fak‘t,orjev

Gij..sdz' Ada? A ... A dz®. Zapisi komponente produktne forme (hP+9 = f(P)Agl@)),

q faktorjev

Naloga J.18: Naj bosta f0) in ¢V 1- formi, ki jima v trirazseznem prostoru
pripisemo vektorski polji f in g. Pokazi, da je vektorsko polje k, ki ga po J.119
priredimo produktu @ = f® A g vektorski produkt polj f in g (k= fxq).

111



Ce sta f in h r-formi, velja
P — f0) A RO — 0 A O — p0F A ) — PO A B0 (1128)

P™ je n-forma, ki jo zvezda preslika v 0-formo p(®. Tako je p{®) produkt r-form f in
h. Ce sta f in h 1-formi, je njun produkt p(® natanko skalarni produkt ustreznih vek-
torjev. Ta lastnost potrjuje smiselnost in koordinatno neodvisnost operacije zvezda.

Naloga J.19: Pokazi, da se produkt r-form zapise v komponentah takole:
(f(T) A h(r)*)* = fabmdhijmlgaigbj P gdl (J129)

10.5 Odvajanje

Zunanji odvod
Diferencial fukcije n spremenljivk npr. f(z!,2%...2™) smo vajeni zapisati v obliki:
0 0 0
df = a_gidzl+a_§2dx2+"'+axﬁ
Pri tem si radi predstavljamo diferenciale dz* kot neke konkretne (infinitezimalne)
stevilke, ki povedo za koliko narastejo koordinate, ko se od tocke p premaknemo
v bliznjo tocko vzdolz neke krivulje. V jeziku form moramo zapisati namesto dx’
d'[C], funkcije, ki zavzamejo Stevilsko vrednost v vsaki tocki pa imenujemo 0-forme.
Ce je torej f© 0-forma, je ugodno definirati njen zunanji odvod kot 1-formo, ki se v
izbrani koordinatni bazi izraza v obliki:
0 0 0
a—idx1+a—§2dx2+~-+a£
Tako je tisto, kar smo neko¢ zapisali kot df, korektneje oznaciti z df(°)[C]. Lahko
se je prepricati, da je vektor, ki po ?? ustreza 1-formi df©, gradient funkcije f(©
(Prepricaj se!). Taka definicija zunanjega odvoda 0-forme je neodvisna od koordinat.
To pomeni, da je vrednost operatorja df(©, polozenega na poljubno krivuljo C,
neodvisna od tega, v katerih koordinatah izrazimo operator zunanji odvod, ce le
meri ds vedno dolzino poti vzdolz krivulje. Naj bodo z* karteziéne koordinate, &°
pa krivocrtne koordinate v n-razseznem ravnem prostoru. Ce so koordinate v neki
okolici nesingularne, eksistira povratno enolicna zveza med 2t in £ v tej okolici.

dz” (J.130)

df(O) _

da" (J.131)

Vzemimo, da to zvezo poznamo (z' = Z*(£¥) in & = € (z¥)). Po izreku o implicitnih
funkcijah velja:
-
T OF |
—— =0 J.132
agk ol l ( )
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Zapisimo vrednost df©[C] v kartezi¢nih koordinatah:

or of 4

AFPICL = gprdrlCl+ gadeiC]+ ot da’lC] (1:133)
_ ofdd, of & of da”
= St 5 dt e+ ot (J.134)
B of dz
Z Rl (J.135)

V krivoértnih koordinatah pa zapiSemo ta izraz v obliki:

of of of

dfO[C) = d¢?’[C d¢n J.136
o] 8515[]8525[] 8@5[] (J.136)
(9f dé”
1
Upostevamo, da je dsl %% in Se g—gfz aa j,,%—”gi (Sestevanje po ponavljajocih se

indeksih m in p je 1mphcitno.), pa lahko J.137 zapisemo v obliki:

7 p )
Z g)f % Z 0f 0a7 O do™ (J.138)
&t dt JxP O&" Ox™ dt
Ko upostevamo se J.132 uvidimo, da je vrednost izrazov J.135 in J.137 identi¢na
za enak dt. To je pomen izjave, da je zapis 1-form neodvisen od koordinat. V
jeziku petega poglavja lahko re¢emo, da so 1-forme invariantne glede na umeritvene
transformacije E.31. Ravno ta invariantnost daje formam njihov poseben pomen
v splosni teoriji relativnosti in seveda v vseh teorijah polja, ki morajo upostevati
lastnosti prostora.
Kot smo definirali zunanji odvod 0-form, je mogoce definirati tudi zunanji odvod
1-form, 2-form itd. Zunanji odvod 1-forme (") = f;da?) je tako:

dfV = f;,;da? Ada’ (J.139)
Zunanji odvod 2-forme je analogno:
df? = fidaf Ada’ Ada? (J.140)

in tako naprej do poljubnega reda forme, ki lahko eksistira v prostoru z dano razseznostjo.
Zunanji odvod p-forme je v splosnem (p+1)-forma. Tudi p-forme so v enakem smislu
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kot 1-forme invariantni operatorji, ker dajo, ko delujejo na p-mnogoterostih od ko-
ordinat neodvisne vrednosti.

Naloga J.20: Naj bosta f® in ¢ pin ¢ forma (p+¢ < n). Pokazi, da je zunanji
odvod njunega klinastega produkta:

d(fP A g™y = df® A g 4 (=1)PfP A dg™ (J.141)

Naloga J.21: Pokazi, da je v n mnogoterosti zunanji odvod n forme identi¢no enak
0.

Naloga J.22: Pokazi, da je rezultat dvakratnega zunanjega odvajanja identi¢no

enak O:
ddf™ = 0 (J.142)

Naloga J.23: Naj bo f) 1-forma, ki v 3 razsezni mnogoterosti ustreza vektorskemu
polju f. Izracunaj zunanji odvod njene slike f (D", Pokazi, da je to divergenca polja
S pomnoZena s prostorninskim elementom:

d(fV7) = divfdv (J.143)
(dV = g'?dudvdw), oziroma:

(A(fO)" = divf (J.144)

Naloga J.24: Ce je f© 0-forma, se Laplacov operator (v skladu z rezultatom
prejsnje naloge) izraza takole:

d(df9)" =Af©® (J.145)

Zapisi Laplacov operator v krogelnih koordinatnih formah (glej E.1 - E.3).

Naloga J.25: Naj bodo z* (i = 1...n) koordinatne 0-forme v (n) mnogoterosti.
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Pokazi, da lahko zapisemo posploseni Laplacov operator na O-formi f(©) v tej mno-

goterosti kot:

* o . .09fO
d(af”)" = 9‘1/2%(91/2g”—ng ) (J.146)

Naloga J.26: Zapisi posploseni Laplaceov operator na 2-mnogoterosti, ki je povr-
Sina krogle.

10.6 Posploseni Gaussov izrek

V teoreticni fiziki izrazamo vse vrste ohranitev (npr ohranitev mase, ohranitev
naboja, energije...) z Gaussovim izrekom. Izrek pravi, da je integral vektorskega
polja po zakljuceni povrsini enak integralu divergence tega polja po prostornini, ki
jo povrsina objame. V klasi¢ni pisavi zapiémo:

]{S f.dsS = /V V.fdv (J.147)

Naj bo f® 2-forma, ki jo operator zvezda preslika v F(I, tej sliki pa pripada vek-
torsko polje f. V nalogi 10.5 smo se prepricali, da lahko zapisemo divergenco vek-
torskega polja f pomnozeno z volumskim elementom dV" kot zunanjemi odvod slike
FO | ki deluje na mnogoterost V, to je: divfdV = dFW V] = df@[V]. V
odstavku J.60 pa smo videli, da ustreza izrazu f*[A] v klasi¢ni matematicni analizi
izraz fdg . 'V jeziku form zapiSemo zato Gaussov izrek za 3-razsezno mmnogoterost v
obliki:

@ = / df® (J.148)

oV 1%

7'V smo oznadcili trirazsezno mnogoterost po kateri integriramo, s 9V pa dvo-razsezno
mnogoterost, ki omejuju V. Mnogoterosti po katerih seStevamo infinitezimalne
prispevke (integriramo) stojijo v naSi notaciji samo v mejah, s ¢imer zelimo pov-
dariti, da velja J.148 za vsak V. Ce pa je W n-razsezna mnogoterost in W njena
meja, uganemo, da velja za vsako n — 1 formo:

fo = / dfn-b (J.149)
ow w

Za integracijo po n-razseznem paralelepipedu dokazemo to trditev s parcialnim inte-
griranjem tako kot v klasi¢ni analizi, posplositev na mnogoterosti pa sledi po invari-
antnosti p-form glede na koordinatne transformacije.
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10.7 Transformacijske grupe, Lie-jev odvod, kovariantni odvod
itd.

Do sedaj smo obravnavali infinitezimalne geometrijske strukture, ki jih kon-
struiramo v okolici tock na mnogoterosti. Pogosto se pojavlja potreba po primer-
javi struktur, ki so definirane v razli¢nih tockah mnogoterosti. Tak primer je npr.
pospesek, ki je po fizikalni definiciji razlika med hitrostma telesa v dveh razli¢nih
tockah vzdolz trajektorije deljena s pretec¢enim casom. Za drug primer se lahko
spomnimo mehanike tekocin, kjer se moramo zanimati za spremembe povrSine in
prostornine zaznamovanega dela tekocine, ko se giblje po tokovnicah. Bralec se
bo gotovo spomnil Se mnogih primerov iz fizike, ko moramo spremljati spremembe
fizikalnih koli¢in medtem, ko se fizikalni sistem giblje.

Kako dolo¢imo pospesek avtomobila? Spodoben fizik bo na zeljevid vrisal nje-
govo pot, zapisal v zemljevid kdaj se je avto nahajal v dani tocki in nato vrisal v
zemljevid tangente na pot tako, da bo njihova dolzina sorazmerna hitrosti. Povprecni
pospesek med postajo A in B bo konéno dolocil tako, da bo paralelno prenesel vek-
tor hitrosti iz tocke A v tocko B, odstel oba vektorja in ju delil s pretecenim ¢asom.
V gornjem predpisu ene operacije Se nismo definirali. Nismo namre¢ eksplicitno
povedali kako paraleleno prenesti hitrost iz tocke A v tocko B. Ce je zemljevid
narisan v kartezi¢nem koordinatnem sistemu tako, da so vse razdalje na zemljevidu
sorazmerne resnicnim z enakim sorazmernostnim faktorjem in gre za majhne razdalje,
se zdi, da znamo paralelno prenagati vektorje. Ce pa imamo opravka npr. z zeml-
jevidom celotne Evrazije, pricakujemo tezave. Zato bomo o predpisu za paralelno
premikanje natancneje razmislili.

Kako paralelno premaknemo daljico na papirju? Najlaze to naredimo na ¢rtas-
tem papirju, ki je izpolnjen s samimi paralelnimi értami (premicami). Ce oklepa
vektor v postavljen v tocki p kot a s premico, ki gre skozi to tocko g, mora paralelno
premaknjeni vektor v drugi tocki ¢’ oklepati enak kot z ustrezno premico iz Sopa
paralelnih premic. Lahko si predstavljamo, da je Sop paralelnih premic nekaksen Sop
silnic, glede na katerega je definiran paralelni premik.

Za nekaj casa pozabimo na paralelnost in se zanimajmo za Sope krivulj v mno-
goterosti, ki jo oznac¢imo z X. Predstavljamo si jih kot silnice nekega polja (elek-
tricnega, magnetnega ali kakega drugega). V izogib moznim zapletom vzemimo, da
je Sop - druzina kriulj - tako bogat, da gre skoraj skozi vsako tocko (samo konéno
stevilo tock mnogoterosti je lahko izvzeto) mnogoterosti ena in ena sama krivulja.
Oznac¢imo druzino krivulj s o(gp,t). Pri tem je p ”"ime”tocke na mnogoterosti X
(p={z', z*...2"}) skozi katero gre krivulja iz druzine takrat, ko zavzame parame-
ter ¢ vrednost 0. Ko se parameter ¢ veca, tece krivulja po tockah z ”imeni”o(p, t).

116



Tako velja:
olp,t+s) = alo(p,t),s) (J.150)

V (skoraj) vsaki tocki mnogoterosti lahko konstruiramo tangento na ustrezno krivul-
jo. Ozna¢imo jo z:

(p) = %0(@ )] =0 (J.151)

Mnozica vseh tangent predstavlja vektorsko polje. Tudi obratno se da pokazati: Ce
imamo vektorsko polje npr. v lahko (pod dolo¢enimi pogoji zveznosti) na enolic¢en
nacin konstruiramo druzino krivulj, katerim so vektorji vektorskega polja tangente!2.
Vsako druzino silnic lahko na naraven nac¢in uporabimo za preslikavo mnogoterosti
same vase po predpisu, da se tocka g preslika v tocko o(gp,t). Ta preslikava ima
lastnosti grupe saj je preslikava preslikave po J.150 ponovno preslikava mnogoterosti
same vase vzdolz prvotne druzine silnic, obstaja tudi enotni element (o(p,0) =
o - glej J.150!) in inverzna preslikava (e @ = o(p,t) = p = o(¢,—t)
- glej J.150!). Tej grupi pravimo lokalna psevdogrupa, vektorskemu polju v pa
generator lokalne psevdogrupe. Druzini preslikav, ki jih generira vektorsko polje
v pravimo tudi tok vektorskega polja v. S pomocjo lokalne psevdogrupe je mogoce
prenasati geometrijske strukture med tockami mnogoterosti v smeri silnic polja v.
Vzemimo, da imamo na mnogoterosti poleg lokalne psevdogrupe Se vektorsko polje
w. Silnice polja w oznac¢imo s 7, tako da je

w(p) = L7(p,t)|=o (Glej J.151). Naj bosta tocki p in @’ na silnici polja v (gle]
sliko 4). Tako je ' = o(gp, At). Silnica polja w, ki gre skozi tocko p, je 7(p,t). Skozi
tocko ' pa gre silnica 7(¢’,t). V splosnem, e polji v in w nista lokalno vzporedni,
sta ti dve silnici razlicni. Element lokalne psevdogrupe (tista preslikava, ki preslika
o v ¢, oziroma tisti element za katerega je t = At) preslika silnice polja w v:

I

T(p,s) = o(1(p,s),At) (J.152)

Silnico, ki gre skozi tocko g , preslika lokalna psevdogrupa v krivuljo, ki gre skozi
tocko @'. Skozi tocko g’ teceta dve krivulji - silnica w (7(g/,s)) in slika silnice w
(o(7(p, s), At)). Tangento na sliko silnice o(7(p, s), At) smatramo za vektor w(gp)

1274, to, da lahko govorimo o vektorskem polju ali o p-formah na mnogoterosti ni potrebno imeti
definirano razdaljo. Tangento v tocki p je Se vedno mogoce definirati kot smer krivulje v tocki
p. Bazna vektorska polja so npr. tista, vzdolz katerih se spreminja samo ustrezna koordinatna
0-forma. Tudi o 1 in p-formah lahko razmisljamo tako kot smo povedali. Bazne 1-forme npr.
Stejejo prirastek ustrezne bazne 0-forme vzdolz gibanja! Brez razdalje pa ne moremo govoriti o npr.
velikosti vektorjev in o zvezi med vektorskimi polji in 1-formami. Metrika, ki lahko definira razdaljo
med tockami na mnogoterosti, torej poveze vektorska polja in 1-forme, ni pa nujna sestavina teorije
mnogoterosti.
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(.5) o(z(?,s),At)

Zj)ww%) AN

Slika 4:

prenesen v tocko @’ glede na lokalno psevdogrupo o (z generatorjem v). Tako defini-
ramo Lie-jev odvod vektorskega polja w glede na generator lokalne psevdogrupe
kot razliko med vektorjem w(g') in vektorjem w(p) prenesenim v tocko ' glede na
lokalno psevdogrupo. To zapisemo takole:

%T(p/, 5)|s=0 - %U(T(pa $)> At)|s:0

Ly(w)ly = Al%r_r)lo AL (J.153)
At — 4 Ab) o
o BT 80.9 — fo(rlo ) Ao
At—0 At

Upostevamo, da je o(7(p, s),0) = 7(p,s) = 7(o(p,0),s) in lahko gornje zapisemo
Se drugace:

Ey(wﬂ@ = (J.155)
1r1d d d d
= Jlim = d_T( o(p, At), 5)=-7(p,8) + -7(p.8) = £U(T(KJ, s),At)| (J.156)
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(Dodali in odvzeli smo mastno tiskana clena.)

= i [0 (6, 800,9) = Sr(0(6,0),5) + 0 (r(6,9),0) = o(r(p,5), A1)
2 (J.157)
- ﬁ{f(a(p, t),5) = o(r(p,9), )] (3.158)

Odtod je ocitna antisimetricnost Lijevega odvoda glede na zamenjavo vektorskih
polj, namrec:

Ly(w) = —Ly(v) (J.159)

Zaradi te lastnosti oznacujemo Lijev odvod dveh vektorskih polj tudi z oglatim ok-
lepajem, kar nas spominja na prav tako antisimetricne Poissonove oklepaje:

L,(w) = [u] (J.160)
Tudi linearnosti Lijevega odvoda, ki jo zapiSemo takole:
Lo(utw) = Ly(u) + Lo(w) (J.161)

ni tezko uvideti.

Naloga 10.6.1 Ce so v'(p) in w*(p) komponente vektorskih polj v in w, pokazi, da
se Lijevega odvod s komponentami izraza takole:

w,w] = <8wi k vt k)Qi — (J.162)

&L’kv B 8ka

<8wi , O k) s,

Y T ok ) B (J.163)

v, w] =
Lijev odvod za vektorje je operacija, ki nas je posebej zanimala. Smiselno je
na analogen nac¢in definirati operacijo Lijev odvod za polje poljubnih struktur na
mnogoterosti. Z lokalno psevdogrupo namrec¢ preslikujemo mnogoterost samo vase
- vsaka tocka mnogoterosti @ se pod vplivom elementa lokalne psevdogrupe preslika
v svojo sliko @'. Strukturo v (infinitezimalni) okolici tocke p preslikamo tako, da
preslikamo mnozico tock, ki ji struktura pripada v okolico tocke @'. V okolici tocke
¢ imamo tako originalno strukturo in strukturo, ki jo je tja prenesel element lokalne
psevdogrupe. Ko ti dve odstejemo in delimo s prirastkom parametra psevdogrupe,
dobimo Lijev odvod strukturnega polja v tocki ¢'.
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Najbolj preprosto je zapisati Lijev odvod O-forme. Po tem, kar smo povedali, ga

zapisamo takole:
FO>") = f9p)

L,fO = Jlim ~ : (J.164)
pri ¢emer je ¢ = o(p, At) ali v koordinatah: :cfp, = L +v'At (v= Cfl—‘;). Zgornje
lahko zato Se napiSemo:

Oz +v'At) — fO (27 ofO
L,f® = lim S )= ) Of v’ (J.165)

At—0 At oxt

To je obicajni odvod funkcije v smeri vektorja v.
Izracunajmo Se Lijev odvod produkta vektorskega in skalarnega polja! Naj bo

u = aw. V skladu z J.154 je
a(@)Lr(¢, 8)]smo — a(p)La(t(p, s), At)|s—
L)l =t CCET e — al9)E0(7(6:5), Ay
- At—0 At

(J.166)
Ker je po J.165 a(g') = a(p) + L,At, velja:

1 (@0) + L0@)A) (e 9] — o) o ((,8). M)y
Lulewly = fim, At

(J.167)
Torej:
Eg(aw) = Ly(o)w+ al,(w) (J.168)

Pravimo, da podleze Lijev odvod Leibnitzovemu pravilu, ki velja bolj splosno kot
smo pokazali zgoraj, za vsak produkt definiran na mnogoterosti. Tudi npr.

L(uow) = Lo(u) @w+u L,(w) (J.169)

Pa $e Lijev odvod za 1-forme! Vzemimo koordinatno 1-formo npr. dz®. Povedali
smo Ze, da meri 1-forma dx® prirastek koordinatne O-forme 2% vzdolz krivulje, ki se
zvija po prostoru. Kako si moramo v skladu s tem predstavljati delovanje forme dz®
iz tocke p, ki jo je lokalna psevdogrupa prenesla v tocko ¢'. Lokalna psevdogrupa
je preprosto prenesla imena koordinat - tocka g, ki je imela pred delovanjem lokalne
psevdogrupe koordinate z*, ima po delovanju koordinate o(p, At)=x® +v'(p)At. Po
tem, kar smo povedali zgoraj, je:
d(z% + v (p)At) — dao

L,(dz") = Alir—l}o At = (J.170)
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, v
= dv® = ——da" J.171
Bk (J.171)
Tudi za Lijev odvod 1-form velja Leibnitzovo pravilo (Prepri¢aj se sam!). Zato lahko
zapiSemo, kako se izraza Lijev odvod splose 1-forme, ¢e je zapisana kot linearna

kombinacija baznih 1-form:

L,(fY) = Eg(fida:i) = L,(f;)de’ + fiﬁg(dxi) = (J.172)
8f2 Z
[a +f } (J.174)

Po Leibnitzovem pravilu lahko sedaj zapiSemo Lijev odvod poljubne p-forme ali
poljubnega tenzorskega polja, ki se izraza z direktnim produktom form in (ali) vek-
torskih polj.

Lokalna psevdogrupa je preslikava mnogoterosti same vase. Ce je Lijev odvod
nekega vektorskega (ali tenzorskega) polja glede na lokalno psevdogrupo enak 0,
potem pravimo, da je to vektorsko (ali tenzorsko) polje invariantno glede na to
lokalno psevdogrupo. Vektorsko polje, ki ga dobimo, ¢e paralelno prenesemo nek
vektor v vse tocke na ravnini, je prav gotovo v tem smislu invariantno glede na lokalno
psevdogrupo, katere silnice so paralelne premice na papirju. Lokalna psevdogrupa, ki
omogoca paralelen prenos, ni katerakoli lokalna psevdogrupa, ki bi jo lahko definirali
na ravnini, ampak ima neke posebne lastnosti. Te lastnosti so povezane s simetrijo
take mnogoterosti kot jo realizira list papirja. Zato bomo Se za kratek c¢as odlozili
razpravo o paralelnem prenosu in si privoscili kratek izlet med Lijeve grupe.

Razpravo zacnemo z lokalno psevdogrupo. To je mnozica preslikav mnogoterosti
same vase, pri katerih se tocka g preslika v @' = o(p,t) in velja J.150. Element
lokalne psevdogrupe oznacuje parameter t, ki je v zvezi z velikostjo premika med p
in . Mnozica elementov lokalne psevdogrupe je zato izomorfna mnozici naravnih
stevil in jo lahko smatramo kot enorazsezno mnogoterost.

Lokalna psevdogrupa je torej mnozica transformacij mnogoterosti same vase,
s katerimi se tocke mmnogoterosti premikajo vzdolz silnic, ki jih generira tok vek-
torskega polja lokalne psevdogrupe. Zamislimo si SirSo mnozico preslikav, ki jo bomo
imenovali GG, njene elemente pa g. V mnozici G naj bo dovolj elementov, da lahko
vedno najdemo vsaj enega, ki preslika poljubno tocko o na mnogoterosti v poljubno
drugo tocko @'. Elementi (g) te mnozice naj delujejo na mnogoterost X (tej mno-
goterosti pripadajo tocke p) natanko na enak nacin kot elementi lokalne psevdogrupe
- poljubno toc¢ko p premaknejo v drugo tocko @' = o(p,g). Mnozica G z elementi
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g je gotovo bogatejSsa od mmnozice naravnih Stevil, saj je treba npr. za preslikavo
tocke p v @' povedati, koliksen premik imamo v mislih v vsako od moznih smeri na
mnogoterosti X. Mnozica G je morda lahko izomorfna mnogoterosti X na katero
delujejo elementi g, lahko pa ima tudi kaksno druga¢no dimenzijo. Kot ima ele-
ment o mnogoterosti X v splosnem n komponent, to je prav toliko kot je razseznost
te mnogoterosti, ima torej g, element mnozice G, v splosnem recimo p komponent
9={g", ¢ ... 9"}

Preslikave z elementi mnozice G imajo smisel samo, ¢e vlada v G kaksen red.
O smiselnem redu govorimo takrat, kadar predstavlja mnozica G Lijevo grupo z
naslednjimi lastnostmi:
i) kompozit dveh elementov g in h grupe G je tudi element grupe G oznacen z gh,
ki preslikuje v mnogoterosti X tako, da najprej preslika s h, nato pa Se z g, torej, ce
g in h preslikujeta takole:

g: p—o(p,g) in h: p-—o(ph), (J.175)
potem preslikuje kompozit gh v:

gh: o —o(o(p,h),q) (J.176)

ii) obstaja enota e - identi¢na transformacija, ki preslika vsako tocko na X samo
vase.
iii) Grupa G naj deluje efektivno na mnogoterost X, kar pomeni, da je enota edini
element grupe, ki preslika vsako tocko p na mnogoterosti X samo vase.
iv) Grupa naj deluje na mnogoterost X tranzitivno, kar pomeni, da obstaja za vsak
par tock p in ¢, ki pripadata mnogoterosti X, element grupe G, ki preslika p v ¢'.
Mnozica elementov g(t)(={g'(t), ¢*(t), ... ¢"(¢)}) na mnogoterosti G je lahko
krivulja, ¢e ima vsak element g(t) prednika in naslednika, ki sta mu poljubno blizu.
(Pozor! ¢ niso tocke v ”prostoru- v mnogoterosti X-, ki jih ponavadi ozna¢ujemo s
©; vsaka "tocka” g(t) na tej krivulji predstavlja preslikavo mnogoterosti X samo vase
in je lahko karakterizirana s tem, v katero tocko g’ preslika originalno tocko .) .
Ce je:
g(0) = e (J.177)
in
9)g(s) =gt +s) , (J.178)
tvorijo elementi krivulje grupo, ki jo imenujemo enoparametri¢éna podgrupa
Liejeve grupe G*3

3Bralca velja morda opozoriti, da pogoj J.178 nikakor ni nezahteven in ni ekvivalenten J.150.
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Enoparametri¢na podgrupa v mnogoterosti G je torej mnozica zaporednih pres-
likav na mnogoterosti X. ¢(0) preslika vsako tocko p samo vase (J.177), g(t) pa
preslika p v o(p, g(t)), kar je v splosnem neka druga tocka. Ko tece ¢ po narascajocih
vredostih, tece slika tocke o po krivulji v mnogoterosti X. Krivulje v G, ki so hkrati
enoparametri¢ne podgrupe G, generirajo krivulje v X, ki so sledi preslikav o (p, g(t))
za vsako posamezno tocko p. Krivuljo, ki jo generira preslikava za specificno tocko
©, imenujemo sliko enoparametriéne podgrupe na . Vse slike enoparametri¢ne pod-
grupe predstavljajo Sop silnic v X, njihove tangente pa vektorsko polje. To polje
imenujemo Killingovo vektorsko polje grupe G.

Pomembno vlogo pri studiju Lijevih grup imajo tkim. leva translacija in desna
translacija. Leva translacija (za g), ki jo ozna¢imo z Ly(h), je operacija ki priredi
vsakemu elementu h grupe G element grupe gh, pri ¢cemer je g tudi element grupe
G. Desna translacija, oznacena z R,(h) (Desna = Right po anglesko) pa priredi
elementu grupe h element hg'*. V komponentah zapisemo:

Ly(h) =gh = L%(¢°h") (J.179)
in seveda:
R,(h)=hg = R*(¢°n) (J.180)
Jasno je, da mora biti:
Lye) = g inseveda Ryle) = g (J.181)

Povedali smo ze, da si lahko v mnogoterosti G (ne v X!) predstavljamo krivulje

(g(t) = {g"(t) ... g"(t)}) pa tudi snope krivulj h(g,t), pri cemer se dogovorimo, da
naj bo h(g,0) = g. Gornjemu snopu ustreza vektorsko polje (w(g) = %h(g,t)|io).
Posebej zanimiva so tista vektorska polja, ki so invariantna glede na desne (leve)
translacije. To pomeni naslednje: Naj bo h(g,t) snop krivulj (na mnogoterosti

G), Ly (h(g’, t)) pa za k levo pomaknjen snop krivulj. Ce se ta dva snopa ujemata,

Morda bo bralcu v pomoé, ée pojasnimo odkod imeni leva in desna translacija. Ime translacija
izvira iz primera translacijske grupe, ki je tipicna Lijeva grupa. Ni tezko videti, da zadoScajo
translacije v ravnini vsem zahtevam za Lijeve grupe. Ce ima element grupe g komponenti Az
in Ay, element h pa Az’ in Ay, potem ima gh komonenti Az + Az’ in Ay + Ay’. Torej leva
translacija (gh) poveca vsako translacijo h = {Axz’, Ay'} za {Az, Ay}. Desna transalacija hg ima
za transalacijsko grupo isti rezultat, kot leva translacija - translacijska grupa je komutativna. Leva
translacija torej ne pomeni translacije v levo; leva translacija lahko pomeni premik v levo, v desno,
navzgor ali navzdol odvisno pa¢ od velikosti in znakov ”translacijskih konstant” Az, Ay. Med levo
in desno translacijo moramo razlikovati pri grupah, ki niso komutativne. Leva translacija pomeni,
da stoji tisti element s katerim premikamo (g v naSem primeru) na levi elementa, ki bo premaknjen
(h v nagem primeru) in obratno za desno translacijo
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potem je vektorsko polje w levo invariantno vektorsko polje (in podobno za desno
invariantnost). Z drugimi besedami: ¢e teceta krivulji h(g,t) in Ry (h(g',t)) skozi isti
element gq in se v tej tocki njuni tangenti ujemata in to velja za vse gy, je snop h(g,t)
invarianten glede na leve translacije. Spomnimo se Lijevega odvoda pa lahko rec¢emo,
da je vektorsko polje w levo invariantno, ¢e je Lijev odvod polja w po generatorju
desnih translacij enak 0.
Poglejmo si, kaj to pomeni na preprostem primeru. Naj bo prvotna mnogoterost
X ravnina x — y (s tockami p), G pa mnozica vseh translacij v tej ravnini. Vsak
element mnozice G opisemo z dvema Stevilkama Az in Ay, ki povesta za koliko ta
element premakne vsako tocko p v smeri osi x in za koliko v smeri osi y. Tudi elemente
mnozice G si torej lahko mislimo urejene v ravnini. Krivulja ¢(t) v mnogoterosti
G predstavlja mnozico zaporednih translacij za Ax(7), Ay(r). Krivulja ¢(t) :=
{Az(t), Ay(t)} je enoparametricna podgrupa, ¢e je v skladu z J.177 in J.178:
{Az(0), Ay(0)} = {0, 0} (J.182)
in
{Ax(t+s), Ay(t+s)} = {Ax(t), Ay(t)} + {Az(s), Ay(s)} (J.183)
Ta dva pogoja sta izpolnjena samo, ce sta Az in Ay linearni funkciji parametra t
z vrednostjo 0 v £ = 0. V "ravnini”G so torej enoparametri¢ne podgrupe premice
skozi izhodisce. Slika enoparametri¢ne podgrupe ¢(t) (= {v,t, v,t}) v mnogoterosti
X na tocki p = {xg, yo} je premica x = zo + v,t, y = yo + v,t. Slike podgrupe
g(t) na vseh tockah v mnogoterosti X tvorijo Sop (vzporednih) premic. Vse tangente
na te premice pa tvorijo Killingovo vektorsko polje (v nasem primeru vzporednih
vektorjev) podgrupe g(t).
Vzemimo snop krivulj h(g, t) = {h.(Azo, Ayo, t), hy(Azg, Ayg,t)} v mnogoterosti
G! Translacija (desna ali leva je tu vseeno) Lj transformira ta snop v
Li[h(g.t)] = {ha(Dxo, Ayo, t)+ Ay, hy(Azo, Ayo, t)+ Ay}, pricemer sta {Azy, Ayy}
komponenti translacije Li. Snop h(g,t) je translacijsko invarianten, ¢e je identic¢en
snopu Ly, [h(g, t)}, oziroma, Ce je v skladu z J.154:

d d
TiLkg, t) = - Lih(g,t) = 0 (J.184)
kar mora veljati za obe komponenti h, in hy, (h; , i = 1,2). Torej:
d
- [hilg; + o t) = halg;, 8) — k] = 0 (J.185)

15Ceprav smo definirali Lijev odvod z drugaénim motivom na mnogoterosti X, ki jo imamo
pogosto za model fizikalnega prostora. Tu je govora o bolj abstraktni mnogoterosti G, katere
elementi so preslikave mnogoterosti X same vase.
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Ni se tezko prepricati, da so edine funkcije, ki resijo gornjo enacbo:
hi(gi,t) = AJgj+vit + by (1.186)

Ker mora biti po dogovoru h(g,0) = g, ugotovimo, da se translacijsko invariantni
snopi zapisejo takole:

Na mnogoterosti G je to snop ”vzporednih premic”, ki tecejo v smeri vektorja
v = {uv;,v,}. Mnogoterost X in mnogoterost G sta v tem primeru in samo v

tem primeru izomorfni. Killingovo vektorsko polje se tu izomorfno preslika na polje
translacijsko invariantnih snopov v (G. Ta izjemna simetrija pri realizaciji transal-
cijske grupe je morda odgovorna za to, da dolgo casa nismo znali dosledno locevati
med mnogoterostjo X, ki smo jo imenovali ”fizikalni prostor”in mnogoterostjo G, ki
ustreza transalcijski grupi.

Manj zavajajoCe ociten je primer rotacijske grupe SO3. Naj bo mnogoterost X
sestavljena iz vseh tock na krogli, G pa naj bo mnozica vseh rotacij, to je transfor-
macij krogle same vase.

Ce oznacimo tocke na krogli z {z,y, 2}, pri cemer je 2% + y*> + 22 = a?, lahko
realiziramo vse preslikave krogle same vase z rotacijskimi matrikami R ranga 3,
ki imajo lastnost RR = I. Ce je namrec {x,y,z} tocka na krogli, ker ustreza
2 +y?+ 22 = a? jetudi {2,y 2} = {z,y,2}R na krogli, kajti:

/

x
Pyt = Wy Y] = (J.188)
Z/
L x
{z,y,2}RR |y | = {z,y,2} |y]| = o (J.189)
2 2

Mnozica G, ki smo jo realizirali z matrikami R je grupa, ker:

i) je produkt dveh ortogonalnih matrik tudi ortogonalna matrika (¢e AA =1 in
BB =1, je AB(AB) = ABBA = I)

ii) obstaja enota (1)

iii) obstaja inverzni element (R™" = R)

iv) G deluje na X efektivno, ker je I res edina preslikava, ki preslika vsako toc¢ko na
krogli samo vase

v) G deluje na X tranzitivno, ker lahko vedno najdemo rotacijsko matriko, ki preslika
poljubno tocko na krogli v poljubno drugo tocko.
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Grupa G ima enoparametricne podgrupe, ki so zvezne rotacije okrog izbrane osi.
Predstavnik enoparametricnih podgrup je npr. krivulja:

cos(tt), sin(4)t), 0

A(t) = | —sin(et), cos(t),0 | (J.190)
0,0,1
saj velja:
A0) = 1 (J.191)
in
COS(Ibt), sin(¢t), 0 cos(lbs), sin(lbs), 0
At)A(s) = [ —sin(4t), cos(4t),0 —sin(1ps), cos(ips),0 | = (J.192)

0,0, 1 0,0, 1

COS(I‘bt) cos(z‘ﬂs) - sin(@t) sin(@s), cos(qﬂt) sin(;bs) — Siﬂ(lbt)' cos(zﬂs), 0
= | —sin(¢t) cos(vs) — cos(Yt) sin(¢s()), 0— lin(¢t) sin(¢s) + cos(yt) cos(vs),0 | =
- (J.193)
= A(t+5) (J.194)

Element podgrupe A(t) zavrti kroglo (mnogoterost X) okrog osi z za kot ¢t. Slike
tocke p v X glede na podgrupo A
Torej ¢e lahko za vsak Axg, Ayp in ¢t najdemo tak t', da velja:

{hm(AfIfo,Ayo,t), h?J(A'r(bAy(bt)} = (J195)
{hm(AIL’O, Ayo, t,) + Al’k, hy(ASL’(), Ayo, t,) + Ayk} (J196)
in J
E{hx(AZEQ,Ayo,t), hy(A[L’o,Ayo,t) = (J197)
d
E{hx(AZITQ, Ayo, t) + A[L’k, hy(A[L’o, A’yo, t) + Ayk}|t:t/ (J198)

Ni se tezko prepricati, da gornje velja samo, e je h,(Ax, Ay, t) = h(Ax, Ay) +
ak,t in hy(Az, Ay, t) = hg(Aaz, Ay) + akyt, pri cemer je o poljubna od ni¢ razlicna
konstanta; ker je at tudi dober parameter, lahko vedno izberemo a = 1. Spomnimo
se Se, da smo se prej dogovorili, da naj za vsak snop krivulj velja h(g,0) = g, pa
ugotovimo, da so enacbe translacijsko invariantnih krivulj v nasem G-

(et = () + (k) s
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V mnogoterosti G nam torej vsaka translacija za {k,, k,} generira snop translacijsko
invariantnih krivulj 10.6.20. Vse krivulje v mnogoterosti GG, ki so invariantne glede
na translacijo L, so tako podane s tangento na tisto krivuljo iz snopa, ki gre skozi
izhodisce (enotni element grupe ). Pokazati se da, da obstaja enoli¢na korespon-
denca med mnozico levo invariantnih vektorskih polj in med mnozico tangent na ta
polja v tocki e mnogoterosti G. V bolj slikovitem jeziku bi lahko rekli, da izvemo
vse 0 mnogoterosti G samo v okolici enote (e).
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